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Yorwort. 

Ueber die Stellung dieser VorlesuDgen zu den bisher in deutscher 
Sprache erschienenen InvarianteDwerken, sowie über den Inhalt und 
die Ziele der vorliegenden Bearbeitung, habe ich mich bereits im 
ersten Bande ausgesprochen. Doch dürfte ich vielleicht das Eine noch- 
mals betonen, dass es der Gordan'sche Satz von der Endlichkeit des 
Formensystemes ist, auf dem das ganze Werk seine Grundlage findet. 
Diese einheitliche Basis habe ich stets beizubehalten gesucht, wenn 
ich auch in der Bearbeitung mir grundsätzliche Aenderungen in der 
Anordnung, Systematisirung und Gliederung des Stoffes erlaubte, wozu 
mich mancherlei Gründe veranlassten. 

Wer es je unternommen hat, in ein so abstractes Gebiet wie die 
Theorie der Invarianten tiefer einzudringen, ein Gebiet, das manchmal 
durch die Sprodigkeit seiner Materie einer anziehenden Darstellung 
nicht unwesentliche Schwierigkeiten bereitet, der hat vielleicht leb- 
hafter als sonst das Bedürfniss empfunden, die wesentlichen Methoden 
und deren Tragweite und innern Zusammenhang rasch zu erkennen. 
Und wer bereits auf dem Gebiete heimisch war, der mochte von einem 
neuen Werke insbesondere Klarheit über das Wachsthum der einzelnen 
Theile und über die Gestaltung der Grenzen fordern, bis zu welchen 
die Forschung in diesen Theilen neuerdings gedrungen ist. Beiden 
Bedürfnissen sachte ich gerecht zu werden. 

Dementsprechend fasste ich die Processe für invariante Bildungen 
zu einer ersten in sich abgeschlossenen Gruppe, die Untersuchungen 
über die Formen zweiter, dritter und vierter Ordnung zu einer zweiten, 
und die, insbesondere auf Grund des oben erwähnten Fundamen tal- 
Satzes sich entwickelnden Theorien, zu einer dritten Gruppe zusammen. 

Ich leugne nicht, dass hiebei vielleicht der erste Theil stellen- 
weise grössere Schwierigkeiten dem Studium bieten mag als der zweite, 
oder selbst der dritte, und gebe zu, dass der lebendige Vortrag des 
Lehrers vielleicht mit den quadratischen Formen beginnen und, in 
concentrischen Kreisen sich ausbreitend, an den geeigneten Stellen 
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IV Vorwort. 

allmahlicli die allgemeinen Theorien entwickeln wird. Allein das Lehr- 
buch gestattet, verwandte Theile ein und desselben Gebietes nicht 
bloss nach einander, sondern auch neben einander zu durch- 
forschen, und insbesondere kann hier das Studium des zweiten Theiles 
Hand in Hand gehen mit dem des ersten, sobald nur für die ein- 
facheren Fälle die Grundprocesse verstanden sind. Uebiigens habe ich 
in mannigfachen Beispielen und Anwendungen an jeder Stelle die 
Theorie vorzubereiten oder doch wenigstens nachträglich zu erläutern 
gesucht. 

Für mich aber war die enge Verwandtschaft, welche zwischen 
den Processen der Invariantenbildung besteht, zu wichtig, als dass ich 
unter Zerstörung des Bildes von ihrem innern Zusammenhange sie 
räumlich trennen durfte. Denn nur dadurch wird die jeder Theorie 
und jeder Methode zukommende Bedeutung weder über- noch unter- 
schätzt, dass sie den verwandten Theorien und Methoden entgegen- 
gestellt ist. So erscheint hier alsdann der Faltungsprocess als die 
Fundamentaloperation, aus der sowohl der Ueberschiebungs- als 
der Omegaprocess, den ich als Ueberschiebungsprocess für Formen 
mehrerer Reihen Variabler bezeichnen möchte, sich zusammensetzen; 
so zeigt sich der Aronhold'sche Process als ein Polarenprocess, nur 
dass Coefficienten und Variable ihre Bedeutung als solche im Momente 
der Anwendung des Processes vertauscht haben. 

Indem ich aber so die Processe für invariante Bildungen im Zu- 
sammenhange darstellte, gewannen auch die andern Theile an innerer 
Einheit, so dass ich, um nur einige Beispiele hervorzuheben, die voll- 
ständige Theorie der quadratischen Formen, soweit sie gegenwärtig 
bekannt ist, in einem Zuge erledigen konnte, und der Beweis von der 
Endlichkeit des Formensystemes nunmehr ohne fremdartige Zwischen- 
sätze in knapper und prägnanter Weise sich darstellen Hess. Bei aller 
Freiheit der Darstellung habe ich mich indess stets auf den von Gordan 
selbst gebotenen Inhalt beschränkt mit wenigen Ausnahmen, die sich 
auf die allerneuesten Arbeiten anderer Forscher beziehen. So möge 
denn diese Arbeit als ein getreues Spiegelbild seiner Vorlesungen und 
einschlägigen Arbeiten vor die mathematische Welt treten. Möge sie 
im Gegensatze zu dem Zuge nach Verallgemeinerung, der sie 
gegenwärtig zu durchziehen scheint, durch die hier gebotenen mannig- 
fachen neuen Resultate auf bekanntem Gebiete auch die Lust zur 
Vertiefung einer Disciplin wieder stärker beleben. 

Nürnberg im Juli 1887. 

Georg Kerschensieiner. 
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Erster Theil. 
Processe ffir invariante Bildungen. 

§ 1. Lineare Transformation und Faltnngsproeess. 

r. Einführung der Symbolik, Jeder homogene algebraische Aus- 
druck n^^ Grades zwischen zwei Yariabelu x^ und x^ wird als ^^binäre 
Form'' bezeichnet. Eine solche binäre Form ist allgemein dargestellt 
durch: 

f{x) = aa^i" + Ix^^-^x^ + cx^'^^^x^^ + • • - + 3^2*- (1) 

Viele Untersuchungen lassen es bequemer erscheinen, an Stelle der 
einfachen Coefficienten a, h^ c . . . etc. Grössen mit Binomialcoeffi- 
cienten multiplicirt einzuführen, also f(jc) in der Form zu schreiben: 

fix) = ä^x- + (^) ä^x--'x, + Q '^x.-'-^x^^ + . . . ä« a:,» . (2) 

Man kann noch einen Schritt weiter gehen. Der algebraische Aus- 
druck rechts erinnert in mehr als einer Beziehung an die binomische 
Entwicklung 

{a^x^ + a^x^"" = «.^»Xi'» + h\ a^^'-^a^x^^^x^ 

(3) 
+ (2) (h'"-W<^x''-W + . . . a,-x^- , 

welche mit der Darstellung (2) die Homogeneitat in x^ und x^y die 
Zahl und Dimension der Glieder und die Binomialcoefficienten gemein 
hat Fügen wir hinzu, dass die (w + 1) Constanten der Form f{x) 
durch die (n + 1) Producte a^^^ <*r~*ö^> a^^^^a^ . . . Oa" charakterisirt 
sein mögen, so ist die binäre Form f{x) auch vollständig definirt durch 
den symbolischen Ausdruck: 

vermöge welchen 

a," als Symbol für % 

<^~ (h „ „ „ «2 



zu gelten hat. 

Gordan, Invarianten. II. 



«2** als Symbol für a^ 
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2. Mehrere Symbole für ein- wnd dieselbe Form f. Diese eine 
Symbolreihe 

genügt indess nicht, um jedes beliebige Aggregat aus den Coefficienten 
Yon f in der Weise symbolisch darzustellen, dass man auch rückwärts 
aus dem symbolischen Ausdruck den wirklichen eindeutig zu bilden 

vermöchte. So wäre beispielsweise das Product a^ • «g durch 

^ "^ = a,'-W • «i"-»«." = <'^< 
symbolisch darzustellen. Aus dem Ausdrucke a^^'-^a^ lässt sich aber 
umgekehrt das Product der wirklichen Coefficienten nicht mehr ein- 
deutig bestimmen. Derselbe kann auch noch als Symbol für % - a^ 

und üi ' a^ gelten. Diese Undeutlichkeit lässt sich aber vermeiden, 
wenn man neben der einen Symbolreihe a^^^^a^ noch so viel weitere 
•Symbolreihen b^^^^b^^ e^^^e^y . . . etc. einführt, als das betreffende 

Glied des Coefficientenaggregates unsymbolische Factoren ajc besitzt 
In diesem Falle sind die symbolischen Ausdrücke 

«2 • ^ = öti^^^Og* • &i"""*^3 •= ^i'*~^^2 • d^-'^d^ = etc. 
a^ = a^'^'^a^ • fti^^^ft»* • c^-^e^ «= etc. , 

« 

hin und zurück nur auf eine Weise zu deuten, in welcher Vertauschung 
auch die symbolischen Factoren rechts auftreten. Die Form f selbst 
ist alsdann durch jedes der symbolischen Producte 

/• =» a»» = J» = c* = tZ" = etc. 

in gleich berechtigter Weise repräsentirt. 

Diese Symbolik, von der wir nunmehr in den meisten ünter^ 
suchungen Gebrauch machen werden, wurde zuerst von Aronhold 
(Crelle's Journ. Bd. 39 und 55) eingeführt, und von Glebsch (Crelle's 
Journ. Bd. 59) systematisch ausgebildet. Etwas früher als diese Beiden 
hatte Cayley eine andere symbolische Methode entwickelt, die im 
30. Band von Crelle's Journ. 1846 niedergelegt isi Beide Methoden 
erweisen sich in gleicher Weise fruchtbringend für die Untersuchungen 
der Invariantentheorie. 

Beispiel. Die quadratische binäre Form 

f{x) = «0^1* + 2a^XiX2 + a^x^^ 
ist symbolisch dargestellt durch 

f= a^x^ + 2ai 02^1^2 + 0,2^2 "= ^x^ = ^«^ = Cx^ = etc. 
Ihre Discriminante ist bekanntlich (vgl. auch Bd. I Nr. 182) 
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Dieses Coefficientenaggregat geht unter EinfQhrung der symbolischen 
Coefflcienten über in 

oder auch in 

Durch Addition dieser beiden Ausdrücke erhält man 

24^ = {a^\ ~ \a^^ = (afc)» (vgl. auch Bd. I Nr. 18) 

als einfache symbolische Darstellung der Discriminante von /*. 

3. Lineare Transformation. Wir wollen nun zunächst untersuchen, 
in welcher Weise eine lineare Transformation den symbolischen Aus- 
druck einer binären Form ändert, und zu dem Zwecke uns auf ein ein- 
faches Beispiel beschränken. Die quadratische Form 

f(x) = ax^ == a^Xj^ + 2aiX^x^ + a^x^^ (1) 

unterwerfen wir der linearen Transformation: 

^1 = li^i + %y2 
^2 = feyi + %»2 • 



(I) 



Die Determinante 



^==r 



(S^) 



^2^2 

der Substitutionscoefficienten nennen wir den „Modul" der Transfor- 
matioD. Das Resultat der Substitution (I) in (1) liefert: 

+ ^yiVii^iiVi + «i(S2i?i + li%) + ^^2^2) 

+ y%\%ni + 2aii?iiy2 + a^^^). 
Setzt man hierin: 

«oSiJ/i + «i(S2^i + 61%) + «2l2% = Ä I (II) 

so wird durch die Transformation (I) aus f{po) % 

q>(jf) = ^oJ/i' + 2-41^1^2 + ^2^2'. (2) 

Führt man nun einestheils in f(x) für die unsymbolischen Coefficienten 
%y ^1; ^ <ii6 Symbole a^^, O1Ö27 ^^ ^^^ ebenso für die Coefficienten 
Aq^ Ai, A^ der transformirten JPorm q>(i/) die Symbole A^^, -^j^a, -4j,* 
ein, so erhalten die Belationen (11) die Form: 

1* 



(III) 
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(«1^1 + 0212)'^ = ««* ^^x =Ä 
(«1 Ix + «2 52) («1^1 + «2^2) = «1«»; = ^,^2 = Ä 

In derselben Weise ergeben sich für die Coefficienten A^ der trans- 
formirten g? = -4* einer Form f ^=^a^ die Relationen: 

J* = Ar^At = («iSi + «2S2)"~* («1^1 + «2'?2)* = «,t"-*aj . 
Man erkennt daraus folgendes Gesetz: 

,,Bezeichnet man die ursprüngliche Form mit f == a^, die trans- 
formirte mit 9 = -4.", so gehen die symbolischen Coefficienten 
-4,, A^ aus den symbolischen a^, ag durch die Transformation: 

•^2 = ^i^fi + ^?2«2 = ^'; 
hervor, eine Transformation, die den gleichen Modul ^ wie (I) 
besitzt, und sich von der ursprünglichen (I) nur dadurch 
unterscheidet, dass in den Coefficienten derselben die Hori- 
zontal- mit den Verticalreihen vertauscht sind." 

4. Cogredien0 und Contragredienz. Die Grössen a,- einestheils und 
die Grössen Xi andemtheils treten durch die Transformation in eine 
gewisse Beziehung, die man mit Contragredienz bezeichnet hat. 
Während nämlich die Grössen Xi durch die Substitution (I) in die 
neuen Variabeln yi übergehen, transformiren sich die Grössen a,- durch 
die Substitution (III) in die neuen Grössen Ai. Man nennt die Sub- 
stitutionen (I) und (III) contragrediente Substitutionen, und ebendes- 
halb die Grössen a,- und Xi contragrediente Grössen. 

Grössen, die denselben Substitutionen unterworfen sind, nennt man 
cogrediente Grössen. So werden wir im nächsten § Formen mit 
zwei Reihen Variabler x und y kennen lernen, welche wir als cogre- 
dient bezeichnen müssen. 

.Bei den binären Formen sind übrigens cogrediente und contra- 
grediente Grössen nicht wesentlich verschieden. Denn lösen wir Sub- 
stitutionen (III) nach a^ und Og auf, so finden wir 

(—05,).^:/ = gi(— A^) + i/i^i 
a^ . J = l^{-' A^) + riiA- 

Für — Ojj und a^ ist also die Transformation genau die nämliche, wie 
für x^ und x^\ oder mit anderen Worten: ic, und x^ sind mit — a^ 
und a, cogredient. — Wir werden später von dieser Eigenschaft öfter 
Gebrauch machen, wenn wir in symbolischen Producten gemäss dieser 
Cogredienz x^^ durch — a^y und x^ durch a^ ersetzen. 
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5. Definition der Invarianten. Betrachtet man nun zwei Reihen 
symbolischer Coefficienten A und B, nämlich 

A = «iSi + «J» -Bi = ^Si + &2S2 
A = ^1^1 + «2 %' ^2 = ^ ^1 + ^2^2 
und bildet aus ihnen die Determinante 

so ist nach dem Multiplicationsgesetze für Determinanten (Bd. I Nr. 70) 

{ÄB) = J.(ab), (1) 

wobei jd der Modul der Transformation (I) Nr. 3 ist. 

Liegt daher ein beliebiges Product solcher Determinanten (AB) 
vor, etwa {AB)f* (AC)* (BCy^ so besteht immer die Beziehung 

(ABy (Acy {Bcy = ^^'+''+e . (aby (acy {icy . (2) 

Dieselbe lehrt: 

,,Irgend ein Product von Determinanten (ab) . . . aus symbo- 
lischen Coefficienten a, b, c . . , ändert sich nicht [bis auf den 
Factor ^^ des Substitutionsmoduls], sobald die Form 

fz= aZ==bZ = cl = etc. 

' XXX 

linear transformirt wird. Denn das von den Coefficienten der 
transformirten Form 

g) = ^« = 2?» = C» = etc. 

gebildete gleiche Product unterscheidet sich seinem Werte 
nach von dem ersteren nur um eine bekannte Potenz des 
Moduls, wie die Beziehung (1) lehrt." 
Man sieht, solche symbolische Determinantenproducte sind linearen 
Transformationen gegenüber unveränderliche algebraische Ausdrücke. 
Nun stellen dieselben aber stets Aggregate der wirklichen Coefficienten 
von f dar, wenn nur jedes Symbol a, 6, c in einer Potenz auftritt, 
welche gleich ist dem Grade der Form f in x. Es existiren also fiir 
jede Form f gewisse weitere algebraische Formen ihrer Coefficienten, 
die bei linearer Transformation unverändert bleiben. 

Wir nennen dieselben „Invarianten" von f und jedes symbolische 

Product 

i = (aby (acy (bcy ... (3) 

stellt eine solche Invariante dar, vorausgesetzt, dass die Summe aller 
Exponenten von a sowohl, als von b, c etc. gleich n ist, wenn n den 
Grad von f in x angiebt. 
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I 

Die Gleichung: 

{ÄB)f^ (ACy (BCy . . . = Jf'+^-^Q" . (aiy (acy {bc)Q ... (4) 

ist also Definitionsgleichung für Inyarianten. Sie sagt: 

„Eine Invariante ist eine solche Verbindung der Coefficienten 
von f, welche die Eigenschaft hat, bis auf einen bekannten 
Factor ^^ in ihrem Werthe unverändert zu bleiben, sei es, 
dass man sie aus den Coefficienten der ursprünglichen, sei es, 
dass man sie aus denen der transformirten Form bildet." 
Anmerkung. Wir haben in Nr. 3 gesehen, dass durch lineare 

Transformation das Symbol a^ übergeht in a^ und das Symbol ag in a,, . 

Ersetzen wir also in dem nichtsymbolischen Ausdruck der Invariante i 

den Coefficienten üq = aj** durch ac", a^ = ai^*^^a2 durch a$'*""^a,y etc., 
so erhalten wir die entsprechende Invariante I der transformirten Form. 
Da nun aber nach Definitionsgleichung (4) die Beziehung 

bestehen muss, so folgt daraus durch dieselben Schlüsse, die wir schon 
in Bd. I Nr. 141 bei Untersuchung der Resultante zweier Formen 
gezogen haben, dass jede Invariante homogen und isobar vom Ge- 
wichte X ist. 

6. Definition der Govarianten. Das symbolische Product i (Nr. 5, (3)) 
behält aber diese Invarianteneigenschaft noch bei, wenn wir es mit 
symbolischen Factoren ax, hxy Cx ... multipliciren. Denn ein solcher 
linearer Factor geht durch die lineare Transformation nur wieder in 
einen linearen Factor über. Multiplicirt man nämlich die erste der 
Relationen (III): 

A = Si»i + 52«2 

mit j/j, die zweite mit t/^ und addirt, so erhält man: 



oder 



A-y Ctx . 



Wir nennen ein solches symbolisches Product, das ausser den Deter- 
minanten (a6), (6 c), ... etc. . . ., — die wir in Zukunft Factoren 
zweiter Art oder Klammerfactoren nennen wollen, — auch noch 
Factoren a», fc,, Ca-, ... etc., d. i. Factoren erster Art enthält, eine 
Covariante. 

Die Definitionsgleichung für Co Varianten ist sonach: 

{Any {Acy (Bcy . . . a^bio^ ... 

= ^^+"+e- •• . (ahy (acy (6c)e, . . o^ft*«^ .... ^ ^ 
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Sie sagt: ;,Eine Covariante ist eine solche Verbindung der Coefficienten 

und Variabein von f\ welche die Eigenschaft hat^ bei linearer 

Transformation von f sich nur um einen Factor z/^ zu ändern/' 

Auch hier muss — soll das symbolische Product eine wirkliche 

Covariante der Form rf^ Grades f^^a^ sein — jedes Symbol in einer 

Potenz auftreten^ die gleich n ist^ d. h. es muss sein: 

ft + V + <^ • • • *= ** 

ft + P + ^ • • • = w ' (6) 

V •}- Q -\- X . . . =n 

7. Beispiele van Mmultanen Invarianten. Ein symbolisches Product 
wie (4) oder (5) kann auch eine Coefficientenverbindung verschiedener 
Formen 

darstellen^ und wir nennen es alsdann ^^ simultane Invariante, bezw. 
Covariante'' dieser Formen. In diesem Falle muss natürlich sein: 

fi -{- V -{- 6 , , . ^=^ n \ 

ii + 9 + t... = m\' (7) 

Eine solche simultane Invariante ist z. B. die Resultante zweier Formen. 
(Vgl. Bd. I Nr. 147.) So kann auch der Elammerfactor (aa) als simul- 
tane Invariante der beiden linearen Formen ' 

f=aiXi + a^x^ 

(p = a^x^ + a^x^ 
aufgefasst werden. 

Ebenso ist die Determinante der Coefficienten dreier quadratischer 

Formen 



/*«= a^x^ + 'io^iXyX^ + «siPj 



2 



eine simultane Invariante. Denn führt man in diese Determinante 



E = 



«0 ^1 ^ 



6i 62 



die symbolischen Coefficienten ein, so wird sie 



B 



a 



2 



«1«2 



a<j 



h^ h h k 



8 



8* 



C^Cg 



^ 



8 



y 
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Diese Determinante hat den Werth (vgl. Bd. I Nr. 40, Anmerk.) 

l{==^{(i'b)QxS){ac), 

Die Function i2 lässt sich also durch ein symbolisches Product dar- 
stellen und ist folglich Invariante. 

Beispiele von In- und Covarianten einzelner Formen. Die cubische 
Form 

hat eine Covariante (a6)* 0^.63;. Ihre nichtsymbolische Form erhält 
man^ indem man die symbolischen Coefficienten in dem Producte 

77= (a^b^ — hiC^y (uiX^ + a^x^) (l^Xi + 62^2) 

= WW" 2a^a^W + li^a^^) {a^h^ x^ + (a^\ + \a^x^x^ + 02^2^2) 

+ {a^a^ V — Zaitta* \h^ + a^a^ b^ b^ x^ 

durch die nichtsymbolischen Coefficienten ersetzt. 
Man erhält: 

^n = (a^a^ — «1«) x^^ + (aoOg — a^a^) x^x^ + (ajOg — V)a^^ 

Für die biquadratische Form 

/*= öj.* == 6j.^ = etc. = a^a^ + 45ia:,^a:2 + Qa^x^x^ + 4Sj,^ja;2* + 0^:1'* 

existirt eine Invariante {aby. Ihre nichtsymbolische Gestalt geht aus 
der binomischen Entwicklung 



77^ = (a^b^ — bia^y = a/V ~ 4ai^a2^i& 



3 



2 



+ 6ai*a2* ^1* V — 4«^ «2^61^62 + agV 

hervor, wenn man wieder die symbolischen Coefficienten durch die 
wirklichen ersetzt. Man erhält : 

77 = a^ä^ — Aä^a^ + 65^^ — ^a^a^ + a^a^, 
oder 

77 = (aby = 2 (aoa4 — 4ai03 + Sa^^) . 

8. Eigenschaften der In- und Covarianten^ die aus dem symbolischen 
Producte direct erkennbar sind. Aus den bisherigen Entwicklungen ist 
klar, dass alle symbolischen Producte, wenn sie nur die Symbole in 
der geeigneten Anzahl enthalten, Invarianten oder Covarianten von 
binären Formen repräsentiren. Daraus geht hervor, dass diese In- und 
Covarianten, soweit sie sich durch solche Producte darstellen lassen, 
ganze und rationale Functionen der Coefficienten der ursprüng- 
lichen Formen sind. Sie sind übeitlies homogen in den Variabein 
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wie in den Coefficienten; den Grad in den Variabeln erkennt man aus 
der Anzahl der Factoren erster Art; den Grad in den Coefficienten 
aus der Anzahl der verschiedenen Symbole, welche in dem Producte 
auftreten. Da die Factoren erster Art bei Transformation in sich 
selbst übergehen, so ist der Exponent des Moduls zi, den die Co- 
Variante nach der Transformation als Factor erhält, gleich der Zahl 
der Elammerfactoren überhaupt. 

Nun lehrt die Definitionsgleichung für Invarianten J = JQ'i auch, 
dass die Invariante isobar ist vom Gewichte 9, wie wir in Nr. 5 ge- 
sehen haben. Da aber der Modulexponent gleich der Zahl der Elammer- 
factoren ist, so giebt sonach diese Zahl stets auch das Gewicht der 
Invariante an, während das Gewicht der Govariante sich zusammen- 
setzt aus der Zahl q der Elammerfactoren plus dem Grade m der 
Covariante in den Variabeln x. Ist q eine gerade Zahl, so nennen 
wir die betrefiende Form auch eine Form geraden Charakters (forme 
droite); so die in Nr. 7 berechnete Invariante (a6)'* und die Covariante 
(abyaxhx. Ist dagegen q ungerade, so heissen wir die Form eine 
Form ungeraden Charakters (forme gauche) oder auch schiefe In- 
variante, resp. Covariante; so die in Nr. 7 berechnete simultane 
Invariante (ab) (bc) (ac). Wir werden später sehen: Die Quadrate 
von schiefen Formen lassen sich durch Formen geraden Charakters 
darstellen. 

Ein symbolisches Product 11 kann indessen auch, wenn die sym- 
bolischen Coefficienten durch die wirklichen ersetzt werden, auf einen 
Ausdruck führen, der identisch verschwindet. Dies tritt unter anderm 
immer dann ein, sobald es bei Vertauschung zweier gleichwerthiger 
Symbole nur sein Zeichen ändert. Denn durch Vertauschung zweier 
Symbole, welche dieselbe Form darstellen, kann sich die wirkliche 
Covariante C nicht ändern, da es ja gleichgiltig ist, ob ich beispiels- 
weise ttg • «5 durch aj'*-^a2^ • 61"""^ &2^ oder durch #i""^ 62^ • «i""^ o^^ 
repräsentire. Nun ist also vor der Vertauschung 

C=77, 
nach derselben C = -- 77 , 

demnach: 2C=0, also C=0. 

So ist z. B. für die quadratische Form f=ax^ = b^^ die Covariante 
{aV)axbx identisch Null; so verschwindet für die cubische Form 
g? = ttx* = bx^ die Invariante {aby. Der Umstand, dass die Co- und 
Invarianten ganze rationale und homogene Functionen in den Coefficienten 
einer Form f= a^ sind, lehrt uns auch, dass sie symmetrische Functionen 
der Wurzeln Ui von f=^0 sein müssen. Bezeichnen wir mit atx die 



/^ 
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n linearen Factoren von /*»= 0; so können wir auch sagen: Jede 
Govariante oder Invariante von /'ist eine simultane Covariante*) oder 
Invariante der n linearen Formen a^^, welche symmetrisch ist in den 
Symbolen aj, und umgekehrt: Jede simultane und in a^ symmetrische 
Covariante der n linearen Formen aix ist eine Covariante von 

Es tritt nun die Frage auf: Wie ist eine in symbolischen Coefficienten 
von /* = a^ = 6» = etc. gegebene Covariante darstellbar durch die 

Wurzeln von /""O, und umgekehrt: wie kann man eine simultane 
symmetrische Covariante der atx zurückführen auf ein symbolisches 
Product in den Coefficienten von /'. Wenn es nun auch nicht unser 
Zweck ist mit Wurzeln zu rechnen, so werden wir doch an geeigneter 
Stelle (vergl. Nr. 39 und JIr. 94) wenigstens eine allgemeine Methode 
zur Beantwortung beider Fragen geben. 

Den Beweis, dass jede Covariante oder Invariante sich überhaupt 
durch ein symbolisches Product, oder durch eine Summe solcher, dar- 
stellen lässt, werden wir später kennen lernen. (§ 9). Ich werde indess 
bis dahin von diesem Satze auch keinen Gebrauch machen. 

9. Definition des Fcdhmgsprocesses. Aus einem symbolischen Pro- 
ducte 

P=.(aby (acy (bc)Q ^',K<^x 

lassen sich eine Beihe anderer ableiten durch eine sehr einfache Ope- 
ration. Man greift zwei Factoren erster Art mit verschiedenen 
Symbolen heraus, etwa a« und bx und setzt an ihre Stelle den Klammer- 
factor (ab). Dieses Verfahren nennt Gordan falten, und den Process 
selbst „Faltungsprocess^^ Man kann auch umgekehrt das Product 
entfalten, indem man einen Klammerfactor (ab) in P durch a,6, er- 
setzt. Der FalÜmgsprocess ist ein rein symbolischer Process. Es 
kann ihm keine Bedeutung unterlegt werden, die durch eine wirklich 
. rechnerische Operation ihren Ausdruck findet Die Faltung kann gleich- 
zeitig mehr als einmal vorgenommen werden, nämlich gerade so oft, 
als sich verschiedene Factorenpaare erster Art im Producte gleich- 
zeitig gruppiren lassen. 

Ich will hier durch Faltung einige In- und Covarianten der cubi- 
sehen Form lierleiten. Es sei 

f= aj^ = bj^ = c^ = 4® = etc. 



*) Vgl. auch Nr. 89 und Nr. 94. 



'5i 
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1) Durch zweimalige Faltung des Productes 

erhält man die Covariante 

Die Formen (a6)aa.*&x*, (öt&)^ welche durch einmalige bezw. dreimalige 
Faltung daraus erhalten werden^ sind identisch null nach den Be- 
merkungen am Schlüsse von Nr. 8. 

2) Aus dem Prodncte 

^« = (aiy a^bx ' (cdYcxdjc 

erhält mau durch zweimalige Faltung entweder: 

B = (aby {cdf {ac] (bei) 
oder: 

R^ = (aby (cd)^ (bc) (ad). 

Beide Producte stellen offenbar dieselbe Invariante dar; denn das 
zweite geht aus dem ersten durch die berechtigte Yertauschung von 
6 mit a hervor. 

3) Aus dem Producte 

J . f= (aVyaxbx . Cx^ 
erhält man durch einmalige Faltung entweder 

. Q - {aby (ac)bxCx^ 
oder: 

Qx = {aby {bc)axCx\ 

und auch hier ist wieder Q^ ^ Q, wie man erkennt, wenn a mit b 
vertauscht wird. 

10. Zusammenhang der durch Faltung entstehenden Producte. Für 
alle späteren Untersuchungen, insbesondere für die Systembildung, ist 
der Faltungsprocess von einschneidender Bedeutung geworden. (Vergl. 
auch Gamille Jordan, Liouville Joum. ser. 3, Bd. 2 und 5.) Alle durch 
ihn aus einem Producte Ä — wir wollen es Stammproduct nennen 
— hervorgiehenden neuen Producte haben symbolisch wenigstens einen 
engen Zusammenhang. Sie haben von vornherein einen gemeinsamen 
symbolischen Factor, nämlich die Elammerfactoren, welche bereits das 
Stammproduct besass und auf welche ja der Faltungsprocess keinen 
Einfluss hat. Diese Elammerfactoren werden unter Umständen von 
Wichtigkeit, insofern sie eine ganze Gruppe von symbolischen Pro- 
dncten charakterisiren können, die aus gewissen Betrachtungen aus- 
geschlossen werden dürfen. (Vergl. auch „Reducenten^ Nr. 123.) 



.^ 
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Eine bestimmte Zahl von Faltungen kann natürlich; wie schon an 
den letzten Beispielen Nr. 9 ersichtlich war, an einem Producte auf ver- 
schiedene Arten vorgenonfimen werden. Sind insbesondere A^ und A^ 
zwei solche durch fi Faltungen aus A entstandene Producte, dass A^ 
durch einmalige in zwei Symbolfactoren vorgenommene Ver- 
tauschung gleichberechtigter Symbole a und 6, oder a und o, h und 
c etc. in A^ übergeht, so heissen A^ und A^ benachbarte symbo- 
lische Producte. So sind: 

< 
A^ = (ah) Cx.Q , 
einestheils, und 

A^ = (ad) (bc) . Q ' 

A^=^{cd)(ba),Q ; 

anderntheils Nachbarproduifte, wobei mit Q die den Producten Ai 
und A^ gemeinschaftlichen Factoren bezeichnet sein mögen. Es ist 
klar, Jass alle durch fi-malige Faltung aus A entstehenden sym- 
bolischen Producte sich stets so ordnen lassen, dass immer das vor> 
ausgehende mit dem nachfolgenden benachbart ist. Hat man eine 
Reihe symbolischer Producte 

welche alle homogen in den Goefficienten der nämlichen Formen 
fy (Pfttf, , .y also auch deren Symbolen a,b,c. , .j a, ß,y. . .und homogen 
in den Yariabeln x^yX^ sind, so kann man sie stets aus ein und dem- 
selben Stammproduct durch fi-malige Faltung entstanden denken, und 
demnach ist es immer möglich, wenn sie nicht benachbart sein sollten, 
zwischen je zwei Ai und Ai- eine Reihe von Producten 

-Ml Mg. . .-3fr; ^1, N^. . .Ni] 

einzuschalten, so dass A^ mit Am durch eine Kette von Nachbargliedem 
zusammenhängt. Dies wird bei manchen grundlegendeu Untersuchungen 
von Wichtigkeit und ich werde daher die ebengemachten Bemerkungen 
am Schlüsse dieses § durch ein Beispiel erläutern. 

11. Der IdenütätS' und ProdudsaU. Sehr häufig erwächst die Auf- 
gabe, symbolische Producte, die durch Faltung aus einem Stammpro- 
duct entstehen, in andere umzuformen. Hierzu wird unter andern 
Hilfsmitteln in sehr fruchtbringender Weise die Identität 
^ a:,(6c) + &xM + Cx(ö&) = 0*) (I) 

•) Die Richtigkeit dieser Identität haben wir in Bd. I Nr. 34 gezeigt; man 
kann sie übrigens leicht verificiren, wenn man in der Determinante 

tti &! Ci 
«2 \ Cj 

X 
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verwendet, welche wir auch, indem wir x^^ durch d^ und x^ durch — rfj 
ersetzen, in der Form schreiben können 

(ad) (bc) + (bd) {cd) + {cd) (ab) = 0, (H) 

oder auch, wenn wir in (I) für Cj schreiben y^, für Cg dagegen ^-ffi, 

in der Form 

cixby — 6xay = (ab) (xy). * (III) 

Mit Hilfe dieser dritten Form des Identitätssatzes können wir z. B. 
direct zeigen, dass sich ein symbolisches Product, welches nicht iden- 
tisch verschwindet, und dessen zumeist auftretender Elammerfactor 
mit gleichberechtigten Symbolen in ungerader Potenz vorhanden 
ist, immer in andere verwandeln lässt, die diesen Elammerfactor in 
gerader Potenz besitzen. Denn nehmen wir an, die im Producte P 
zu höchst vorkommende Potenz eines Elammerfactors sei (a6)*'' + *, 
dann hat P die Form 

P = (aby^ + ^ . ö 

und Q enthält im Allgemeinen die Symbole a und b — mindestens 

einmal, wenn P^O — noch in beliebigen andern Verbindungen, die 

wir, wenn |, iy, g, r. . .beliebige Grössen, mit at^btjy a^, bt, , .etc. be- 
zeichnen können. Es ist dann 

P = (aby^^ + 1 «1 b^a^b^ . . . X ^, 

wo nun Q weder ein Symbol a noch ein Symbol b enthält. Für jedes 
Factorenpaar a^&,j, a^bx. . . können wir schreiben: . 

i { K=&»/ + ho,n) + (a^\ — ha^) } , . . . 
oder nach (111): 

i («.' h + h «»/) + i (a&) (in) ; etc. , 
so dass, wenn q solche Factorenpaare vorhanden sind, P übergeht in 

P = ^ — [a^bri + Ml?} ■ {(i!:br + ftco*} . . . XQ 

Der erste Term rechts ist Null, da er durch Yertauschung von a mit 
b nur sein Zeichen ändert. Jedes Glied Qi in der Summe des zweiten 



die mit x^ multiplicirt gedachte erste und die mit x^ multiplicirt gedachte zweite 
Zeile von der dritten subtrahirt. 
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Termes enthält aber mindestens Einen Factor (ab), und es wird 
sonach in der That: 



^ = ^ • («6)*"+* 2 Qr 



Wir werden jede der drei obigen Relationen (I), (lly, (III) stets 
kurz als ^^Identitätssatz^' bezeichnen. Aus der ersten von ihnen 
leiten wir eine weitere ebenfalls häufig zu benutzende Identität ab, 
indem wir Cx (ab) auf die rechte Seite schaffen und dann quadriren. 
Es kommt nach einer einfachen Umstellung: 

a,b, (ac) (bc) = i { (bcy aj^ + (ac)' b,^ ~ (ab)' c,^ } (IV) 

oder für a?! = — dg* ^2 ■= ^1 

(ad) (bd) (ac) (6c) = i { (bcY (ad)^ + (ac^ (bdy — (abf (cd)' } . (V) 

Diese beiden Identitäten belegen wir mit dem Namen „Productsatz^^ 

12. Ein Beispiel symbolischer Bedmung. Ich will die allgemeinen 
Betrachtungen dieses § über Symbolik schliessen, indem ich an einem 
Beispiel einen Theil der bisher entwickelten Begriffe zusammenfassend 
erläutere. Wir stellen uns nämlich die Aufgabe, irgend eine Relation 
zwischen symbolischen Producten Ai, also eine ganze rationale Function 

F {A,) = 0, 

welche homogen in den Goefficienten und Yariabeln ist, und deren 
einzelne Glieder Gi weder identisch verschwinden noch sich gegenseitig 
aufheben, so umzuformen, dass sie die Gestalt 

X 

F(A,)==^{ (bc) a, + (ca)K + (ab) c.}ipx^O (VI) 

1 

annimmt, aus welcher das identische Verschwinden der Function F(A^) 
direct ersichtlich ist. Die Möglichkeit dieser Umformung liegt in der 
Beziehung, welche vermöge des Identitätssatzes zwischen zwei Nach- 
bargliedem der Function F(Äi) besteht*). Sind nämlich Oi und ö^ 
zwei Nachbarglieder 

Gx == (ac) bx . Q oder = (ad) (bc) Q 
Gfjt = (ab) Cx .Q oder = (cd) (ba) Q, 

so ist ihre Differenz unter Anwendung des Identitätssatzes durch 

G^-Gx='{(ab) Cx + (bc) a, + (ca) bx}Q- a. (bc) -Öl 
resp. Gf, - Gx= { (ad) (bc) + (bd)(ca) + (cd) (ab) )Q-(ca)(bd)Qf ^^^ 



*) Einen strengen Beweis der Relation (VI) wollen wir später bringen. (§ 10.) 



Proceese fSr invariante Bildungen. 15 

darstellbar^ wobei Q immer die gemeinschaftlichen Symbolfactoren von 
Gfi und Gz bedeutet. 

Sind aber Gx und G^ keine benachbarten Glieder^ so können wir 
gleichwohl noch ihre Differenz in der Form darstellen 



1 
i 



K2) 



+2{{ad)(bc)r{-ihd)ica)+{ed){ab)}<^x+2(rs)(pq).Qx 

1 1 

wobei p, q, r, s für irgend welche Combination der Symbole a, &, c, d 
stehen. Denn wegen der vorausgesetzten Homogeneität in Coefficienten 
und Variabein, können wir zwischen Gx und Gg eine Reihe von 
Gliedern 

M^, Jtfg, Jfg. . .Jf, 

einschalten, so dass in der Reihe 

Gx M1M2 M^. . . Gn 

jedes vorausgehende mit dem nachfolgenden Gliede benachbart ist. 
Dann ist aber 

Gx-Gg = {Gx - M,) + (Jfi -^ J^) + (Jf, - Jfg) + . . . {Ms - Gg) 

und für jede Differenz rechts lässt sich nun aus Formel (1) ein Werth 
einführen, wodurch wir zu Formel (2) gelangen. 

In welcher Weise nun diese beiden Identitäten (1) und (2) ver- 
wendet werden, um irgend eine Relation F{Ai) = in die Form 

^ { (pc) ax + {ca) Ix + {ab) Cx)<px = 

zu bringen, will ich an folgendem Beispiel zeigen. In der allgemeinen 
Darstellung § 10 werde ich darauf zurückkommen. 

Es seien /" = a^^ = 6«^ und fp =» a^ ^= /?/ zwei cubische Formen, 
dann besteht zwischen den beiden simultanen Covarianten 



Öi = (a/J)«(a6)(aa)(ai3)6;* 
G^ = {aiy {aß) {aa) {ab) ß 



X 

2 



'X 

die Relation 

F{G^) = öl + öjj = 0. (Vergl. auch Nr. 312, 5.) 

Es handelt sich nun darum, F {Gi) durch eine Summe darzu- 
stellen, deren einzelne Summanden Differenzen von Nacl^bargliedern 
sind. Zu dem Zwecke genügt ist hier in Gii a mit ft, in Gg; a mit 
ß zu vertauschen. Die Summe der so entstehenden zwei Glieder, die 
wir mit 
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-G,' = iaßy(ba)(ba)(bß)al 
- (?,' = (ahy ißa) (ßa) (ßb) a\ 

bezeichnen wollen, ist dann wiederum gleich Fißi) und demnach: 

2F(G>) = ö, - G; + G, - G;. (3) . 

Nun sind aber anderntheils die symbolischen Producte 

-Ml = (a/S)« {ab) {aa) (bß) a^ h 
M, = {ahf{aß){aa){ßh)a,ß, 

zu Gy und + (?/, resp. G^ und + G^a' benachbart; . wenn wir daher 
Gleichung (3) in die Form 

2F (G.) = {G, - M,) + {M, - G/) + {G, - M,) + {M, - G,') (4) 

bringen, so sind die einzelnen Differenzen rechts Differenzen von 
Nachbargliedem. 

Unter Benntznng der Gleichung (1) geht demnach die Relation (4) 
ober in: 

2F{Gi) = { (bß) a. + ißa) b, + {ab) ß. } {aßf (ab) (aa) b, 

— {aßf (aby (aa) b^ß, 
+ { (6 a) a« + (aa) 6, + (ab) a. ) (aßf (ab) (bß) o, 

- (a/3)* (aby (bß) a^a, . 

- { (bß) a, + (ßa) h + (ab) /J.) («6)« (aß) (aa) ß, 

+ (aßy(aby(aa)b,ß, 

- { (aß) «. + (ßa) o, + (aa) ßr}(aby (aß) (ßb) a. 

+ (aßy(aby(]bß)a,a,. 

Die letzten Terme der vier Zeilen heben sich gegenseitig auf; die 
ersten Terme aber sind paarweise gleich, indem der erste Term der 
zweiten Zeile durch Vertauschung der gleichberechtigten Symbole a 
und ß und der erste Term der dritten aus dem ersten der vierten 
Zeile durch Vertauschung von a mit b hervorgeht. Also ist in der 
That 

F{Gi) = { (bß) a, + (ßa) b, + (ab) ß,] (aß)^ (ab) (aa) K 

- { (bß) a, + (ßa) 6, + (ab) ß.} (abf (aß) (aa) ß, = 
oder 

* ' F(Gd = 2 { (^«) P' + («^) »■- + (*»•) «- ) 9''' = 0- (I) 

ft 

^ In ähnlicher Weise kann man jede Relation in die Form (I) bringen. 

(Siehe Evectantenprocess). 
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§ 2. Frooess der Folarenbildxuig. 

13. DefiniHon der Polare einfacher Formen, An der binären Form 
f=sa^ können wir folgende symbolische Operation vornehmen. Wir 

sondern fi Factoren a^ von a^ ab und ersetzen sie durch gleich viel 

Factordh Oy. Die so entstehende Form 

nennen wir f**® Polare der Form a**, und den eben geschilderten ein- 
fachen Process: Polarenprocess. Man erkennt^ dass jede Form 
n*®° Grades n + 1 Polaren besitzt, indem wir der Zahl ft alle Werthe 
von bis n beilegen. Eine höhere Polare von f als die n^ ist stets 
identisch null Die (w — ft)*® Polare ist: 

^-/^^^«^«r''- (2) 

Man sieht^ dass beide Polaren (1) und (2) durch Vertauschung von 
X mit y aus einander hervorgehen. Diese Thatsache, dass alle Polaren, 

deren Grad > — ist, aus den vorhergehenden durch Vertauschung 

von X mit y erhalten werden, wird später bei Berechnung von Polaren 
complicirter Formen von Wichtigkeit. 

Ich will diesen sehr einfachen Process im Interesse späterer Be- 
trachtungen etwas umständlicher formuliren. Um fu zu bilden^ kann 

man sich nämlich die n Factoren o» von f momentan durch n lineare 
Factoren ' 

ersetzt denken. Das entstehende Product wird nun (i mal polarisirt, 
indem man in allen Gombinationen je ^ Factoren rjtx durch die fil 
Permutationen gleichviel entsprechender Factoren rty ersetzt. Dadurch 

entstehen ( J /x! = w (w — 1) (w — 2). . .(n — f^ + 1) Glieder, näm- 
lich gerade so viel, als die Anzahl aller Variationen von n Elementen 
zur Ä*®° Klasse beträgt bildet man deren Summe, dividirt dieselbe 
durch diese Anzahl, und ersetzt hierauf wieder alle Symbole rjt durch 
a, so entsteht gerade wieder das Product aj""^^^. Es ist also: 



/:«-/. -«r"«^ s 



Der Polarenprocess ist nun aber nicht, wie der Faltungsprocess 
rein symbolischer Natur, vielmehr lässt er sich in mehrfacher Weise 

Gordan, Invarianten. II. 2 
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durch rechnerische Operationen ersetzen^ die wir im Folgenden kennen 
lernen wollen. 

14. Differentiationsmethode. Bilden wir von f^^a"^ die beiden 

ersten Differentialquotienten nach Xi und x^, so erhalten wir: 

-IL ^ na,al-y^ nf^ , (1) 

-ll^ ^ na,al-* ^ nf, . (2) 

Multiplicirt man die erste der beiden Gleichungen mit y^, die zweite 
mit j/2 und addirt die entstehenden Producte^ so kommt: 

Die erste Polare von f=o^ ist also auch durch die Gleichung 
definirt: ^ 

Bilden wir ebenso die zweiten Diiferentialquotienten 

^% = n (u - 1) a.« a^-» = « (n - 1) /; , (4) 






dx^dx^ 



- = w (n — 1) a^a^al-^ = n{n— 1) f^^ (5) 



^'^ -^ n (n ~ 1) a,«a;j-^ = ^ (n - 1)/;, , (6) 



multipliciren sodann die erste Gleichung mity^^, die zweite mit2yiy^y 
die dritte mit ^2^ und addiren, so kommt: 

Die zweite Polare ist also durch die Gleichung definirt: 

U = yiVn + ^yiyJi2 + y%^f^ 

oder 

Fährt man auf diese Weise fort^ so kommt man der Reihe nach zu 
allen Polaren. Die rechten Seiten dieser Gleichungen (3) und (7) sind 
aber nichts anderes als die totalen Differentiale von /*=«**, wobei nur 

die Incremente dx^y dx^ und durch y^ resp. y^ ersetzt sind. Daher der Satz: 

„Die ft*® Polare «""'^^JJ wird erhalten, indem man a* {i mal total 

differentiirt, die Incremente durch y^ bezw. y^ ersetzt und endlich mit 
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—f 7^ , r-r: multiplicirf': also in leicht verständlicher Form: 

n (n — 1) . . . (n — ft + 1) ^ ' 

Durch diese Methode bestätigt man leicht folgende Sätze: 

1) Die Polare einer Summe von Formen ist gleich der Summe 
der Polaren dieser Formen, also 

2) Die Polare eines Productes von zwei Factoren, deren einer eine 
Constante c ist, ist gleich dem Producte dieser Constanten in die Po- 
lare des andern Factors, also 

{C.f)y^^C.fyk. 

3) Die 1/*® Polare einer Form n*®° Grades ist identisch Null, wenn 
1/ > n. 

Es ist gleichgiltig, ob man das v^ totale Differential nach x von 
der ^^^ Polare, oder das ft + i/*® totale Differential der nullten Polare, 
also der Form f selbst bildet, ferner ob man die Originalform ifcmal 
total nach x differentiirt und die Incremente durch y ersetzt oder die 
(q + h)^ Polare von f q mal nach y differentiirt und an Stelle der 
Incremente wieder die Variable x einführt. Man bestätigt dies leicht 
durch Rechnung und überzeugt sich so von der Richtigkeit des Satzes: 

4) Polaren von Polaren sind selbst wieder Polaren der 
Originalform. 

15. Beispiel. Wir bilden die erste Polare der quadratischen Form 

f^ai = a^x^ + 2a^x^x^ + a^x^ 

zuerst nach der ursprünglichen symbolischen Methode, sodann nach der 
Differentiationsmethode und erhalten: 

fy = dx^y = (a^x^ + a^x^) {a^y^ + (hV^) 

= («1*^1 + o>i<h<^%) Vi + {(^10.2^1 + (h^x^) y% 
= (a^x^ + a^x^) yi + {a^x^ + a^x^ y^ . 
Ebenso findet man 

= (fl^x^ + a^x^) y^ + {a^x^ + a^x^) y^ . 

16. Methode der binomischen EntmcMung. Die zweite rechnerische 
Operation, welche auf Polaren führt, stützt sich auf den binomischen 
Lehrsatz. Ersetzt man nämlich in dem Symbol a^ die Variable 

Xi durch iCi + A j/i 

fl?2 durch rPg + ^ y« ; 



2 



* 
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SO geht dieser lineare Factor über in: Ox -^ lay und sonach a* in: 

(«. + ^%y = «: + (i) ^«r*«» + (2) ^*«r*V +•••+«;= /■(«+^») • 

Hieraus erkennt man: 

„Die ^*® Polare von a^ wird erhalten, wenn man in der bino- 
mischen Entwicklung von (ax + Aa^)" den Coefficienten von 

Xf" nimmt, und denselben durch Ij dividirt. 

Beispiel. Um die zweite Polare der Form f=ax^ zu erhalten, 
berechnen wir demnach in: 

f{x + ly) = äo(rri + Xy^f + Sä^{x, + ky,y(x^ + Ay,) 

+ ^ciii^i + Ay,) (o;« + Xy^y + «3 (rc^ + Xy^Y 
das in A* multiplicirte Glied. Wir erhalten 

(gJAVy» = SX^a^x^yj^ + SaiA^yi^a;^ + 6aiA»a;iyiy, + &a^X^x^y^y^ 

+ SäsjA^aJi^j* + ^a^x^y^^X^ 
= 3A2{(aoa;i + aia;2)yi« + 2yiy8(aiXi + a2a:2)+j//(a2a;,+aga:2)}- 

Dividiren wir diese Gleichung mit (2) A^ so folgt: 

17. Methode der TransformaHon. Wir sahen bereits in Nr. 3, 
dass durch die Transformation 

^1 = Sij/i + ViVi 7 ^t = Saj^i + i?2y2 (I) 

mit dem Modul z/ = (^i?) 

die Form /-^a» übergeht in die Form 

dass also die Beziehungen bestehen: 

Die A]i sind die wirklichen Coefficienten der transformirten Form; 
a?— *o* ist aber eine Polare von /", nur geschrieben in den Traus- 
formationscoefficienten. Daher der Satz: 

„Die Coefficienten von y der transformirten Form sind die 

Polaren der ursprünglichen Form, nur geschrieben in den Sub- 

stitutionscoefficienten | und ij." 

Wir können diesen Satz auch noch in anderer Weise formuliren. 

Multipliciren wir nämlich die Transformationsgleichungen (I) mit a^ 

resp. Og und addiren die Resultate, so kommt: 
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Änderntheils ist nach dem Identitätssatze: 

Durch Gomparation dieser beiden Gleichungen erhält man 

Erbebt man aber die Identität (2) auf die n^ Potenz^ so kommt: 

«: • (1^)" = {«^(^^) + a,(5a?)}" 
und diese Gleichung lehrt in Verbindung mit (3): 

„Multiplicirt man die Form /* = «^ mit der n^'^ Potenz des 
Transformationsmoduls, so sind die Coefficienten von (xrf)'*~^(^xy 
= {ivY J/i""* ^2*» dividirt durch den betreffenden Binomialcoeffi- 
cienten, die Ä*®" Polaren der Originalform." 

18. Erweiterung des Polarenbegriffes. Im vreitereu Sinne nennt man 

auch Formen, die mehr als zwei Reihen Veränderlicher enthalten, also 

Formen wie 

a'»~*~^a*a^, a"~*~'^~''a*a^a^, etc., 

Polaren der Form f. Ihr Bildungsprocess ist folgendermassen definirt. 
Man sondere vom Producte aJJ zunächst x + A + /i Factoren ab, ersetze 
X derselben durch a^, A Factoren durch a«, ft Factoren durch a»; oder: 
Man nehme zuerst x + A + ft Factoren a« hinweg und ersetze sie durch 
Factoren a^; von diesen trenne man wieder A + ft Factoren ab und 
ersetze sie durch Grössen a«, hierauf bringe man an Stelle von /tt 
Factoren a» wiederum fi Factoren a^. 

Man kann auch die so definirten Polaren durch rechnerische Pro- 
cesse erhalten. So würde die Differentiationsmethode folgende Opera- 
tionen verlangen: Die Form /* differentiire man Ä + A -f- ftmal total nach 
ic, ersetze die Incremente durch y. Hierauf differentiire man A + f^ mal 
nach y, ersetze die neuen Incremente durch z^ endlich differentiire man 
ftmal total nach z^ und ersetze die Incremente durch n. 

19. Differentialgleichung der Polaren, Die Polaren sind also Formen 

mit mehreren Reihen cogredienter Variabler. Doch lässt sich aus 

ihrer Bildung erkennen, dass sie sehr specielle Formen dieser Art sind. 

In der That genügen sie auch einer bestimmten Differentialgleichung, 

die sich leicht aufstellen lässt. Bezeichnet man die Polare mit U, 

so dass also 

U=al-^al, 

dann ist: l^= U ^ X) a-^'a' a, 

cx^ V . X y^^ 



22 Erster Theil. 

und daher: 

= (n — A) ar-^^^a]-^a^a, 



also: 



- — ^— = (w — A) «""^""^a^—^aaa, 



^«1 ^ys dx^ dy^ 



Das ist die partielle Differentialgleichung, welcher jede Polare ge- 
nügt; wir werden später umgekehrt sehen, dass jede rationale ganze 
Function von x und y, welche diese Gleichung befriedigt, in der That 
eine Polare ist. 

Besitzt die Polare mehr als zwei Reihen Veränderlicher, dann 
treten zu dieser Gleichung (I) noch weitere analog gebildete, so dass 
bei n Reihen von Variabein die Anzahl derselben auf N anwächst, wo 
N die Anzahl der Gombinationen ohne Wiederholung von n Elementen 
zu je zweien bedeutet. Dieselben sind natürlich nicht durchwegs 
selbstständige Gleichungen. 

20. Der Omegaprocess. Durch die Differentialgleichung (I) ist gleich- 
zeitig ein Process definirt, der wie jener der Faltung und Polaren- 
bildung ein Invariantenprocess ist. Wir schreiben denselben, wenn 
wir ihn auf eine Form /', die in x vom Grade n», in j/ vom Grade n 
ist, angewendet wissen wollen, gewöhnlich in der Gestalt: 

siff) = J-[ .JIL ^v_ 

^' ^ m • n \ dx^ dy^ dx^ dy^ 
und nennen ihn demgemäss Omegaprocess. Man kann ihn durch 

Vi y^ 

repräsentiren. 

Dass durch ihn die Invarianteneigenschaft eines symbolischen 
Productes nicht aufgehoben wird, erkennt man daraus, weil durch 
diese Operation aus demselben wieder nur symbolische Producte ent- 
stehen. 

Wenden wir nämlich den Omegaprocess zunächst auf das sym- 
bolische Product 



an-, wir erhalten: 



X y 



ox^ oy^ ^ * ^ y 

dx^ dyx ^ ^ * y 



r. 
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Durch Subtraction folgt aus beiden GleichuDgen: 

also * 

Sl{F) = (ab)a^-^b;-^ . (I) 

Unterwerfen wir diese Relation abermals demselben Process 

so erhalten wir: 

ß*(P) = (o6)«a»-»6»-» , u. 8. w. 

Aus symbolischen Producten entstehen also durch diese Operation 
immer wieder symbolische Producte^ und man erkennt aus dem Bei- 
spiel die enge Beziehung, die zwischen Omega- und Faltungsprocess 
besteht Alle symbolischen Producte, welche aus einem Stammpro- 
ducte Px • Qx dadurch abgeleitet werden, dass man immer je einen 
linearen Factor von Px mit einem von Qx faltet, entstehen auch aus 
Px ' Qyj oder Qx • Py durch den Omegaprocess. 

Seine Invarianteneigenschaft wird übrigens auch noch durch eine 
gewisse Relation bestätigt, die ihn mit Polarenbildung in Verbindung 
bringt. 

Polarisirt man nämlich das Product 

X y 

nach X in Bezug auf y^ so erhält man 

P = aJ^^a 6" . 

y X y y 

Bildet man aber hiervon wieder die erste Polare nach y in Bezug auf 
Xy so kommt unter Anwendung der Differentiationsmethode: 

(n + 1) y^-rr^ Xi = ar:^ + na'!;-^a b 6«-^ 

v » ^ ^^ Oy^ « y • X y X y 

Hievon auf beiden Seiten 

subtrahirt, liefert die Relation: 

(„ + 1) j P _ 2* S 05, } = niab) (xy)a^-'b;-^ = n {xy) • Ä (P) , 
oder: 

Olebsch hat diese Relation benutzt, um die Form P in eine Reihe zu 
entwickeln, die nach Potenzen von (xy) fortschreitet, und deren 
Coefficienten Polaren gewisser Formen sind (Clebsch, Theorie der 
binären Formen, § 7. — Vgl. auch Nr. 25 und 28 dieses §). 
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21. Polaren eines Produdes mehrerer Formen. In den meisten Fällen 
hat mau nicht die Polare einer einzigen Form zu bilden^ sondern eines 
Productes von Formen. Um dieselbe aufzustellen, benutze ich zunächst 
die am Schlüsse von Nr. 13 entwickelte Methode. Es sei das symbo- 
lische Product, dessen Polare zu berechnen ist: 

n = (ah) (ac) (bc) . . . agi^c* 

Die Klammerfactoren bleiben als Constante C von dem Polareuprocess 
unberührt. Die Factoren erster Art, — es seien A an der Zahl — 
ersetzen wir wieder durch A lineare Factoren r^« und bilden sonach 
die Polare von 

Dann erhalte ich hieraus die J(^ Polare, indem ich in allen möglichen 
Combinationen ohne Wiederholung von X Elementen je k Elemente 
rix herausgreife und jedesmal durch die Jcl Permutationen der ent- 
sprechenden Elemente r,y ersetze. Die Summe aller dieser Glieder, 

dividirt durch ihre Anzahl ( t.) k\ liefert die Polare von F. Wir 
können sie also schreiben: 






Ersetzen wir hierin wieder die Symbole 

riy, r^y... rgy durch a, 

r^i, y . , ,ray durch 6, 

r^-i-i^ y, raJ^%^ y . . . rty durch Cx etc., 

so stellt das Resultat die 1^ Polare von 77 dar. 

22. Darstellung dieses Polarenprocesses durch binomische Entwick- 
lung. Wir können nun wieder diese symbolische Methode durch Rech- 
nung ersetzen und wählen zu dem Zwecke die binomische Entwick- 
lung. Ich' will mit einem Producte von zwei Formen beginnen. Es sei 

Die Polare von F 

entsteht alsdann, wenn wir in F die Variable Xi durch Xi + Ay, er- 

(AM I 921 
^ ) A* in der Entwicklung 

von p(x ^ Ay)"*+'* nehmen. 

Diesen Coefficienten erhalten wir auf folgende Weise. Es ist: 
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Durch Multiplication der beiden Entwicklungen bekommt man als 
Coefficienten von A*: 

^ j, stellt also 
die J^ Polare von a"* • 6" dar. 

X X 

23. Eelation wünschen den Coefficienten der Polare, In die zuletzt 
erhaltene Entwicklung fQhren wir folgende Abkürzungen ein. Wir 
setzen: 

ferner: 

X X y ^ f^ X y y ' C xya? y' 

dann ist: 

FJ' = ^c,G,. (I) 

0. 

Die Grössen G^ bezeichnen wir kurz aß „Glieder^' der Polare, das 
Glied Gq fuhrt den Namen „Anfangsglied". Jedes Glied hat, wie man 
unmittelbar ersieht, die Eigenschaft, direct in jP überzugehen, sobald 
man y durch x ersetzt. Da anderntheils jP/ selbst in F übergeht durch 
diese Substitution, so folgt aus (I) die Identität: 

F=CqF + Ci-F + CgJP H CkF 

oder nach Division mit F 

1 =Co + Ci +C2 + -.--Ci, (II) 

d. h. „die Summe der Coefficienten in der Polare Fh ist immer gleich Eins.'' 

24. Benachbarte Glieder. Jedes Glied G^ kann man sich auf 
folgende Art symbolisch entstanden denken: Ma^ schreibt m Factorena^ 
und n Faetoren i^ an, nimmt beliebig q (^ ^ ^) Factoren hinweg und 



n^ 
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ersetzt sie eutsprecheud durch Factoren üy resp. by. Dabei giebt der 
Zähler des zugehörigen Goefficienten Cg immer au, wie oft durch Herbei- 
führung immer anderer und anderer Factoren diese Operation vorge- 
nommen werden kann, nämlich (^) (jj. ^ J mal. Zwei aufeinander- 
folgende Glieder Gq und G^i 

(} X y X y 

(H-l X y X y 

unterscheiden sich nur dadurch, dass an Stelle des Factorenpaares 
axhy, das Product ayhx getreten ist, d. h. ein vorhergehendes Glied 
hat einen Factor a« und einen Factor hy mehr, als ein nachfolgendes. 
Zwei Glieder, die sich nur um zwei solche linearen Factoren unter- 
scheiden, nennen wir „benachbarte Glieder". (Vgl. auch Nr. 10.) Ihre 
Differenz liefert: 

G — (t . , = a"»-^^ afi ft«-*+e 6*-^i (ah —ha): 

Q ^-f-l * y X y \ X y x y^ 

Nun ist aber nach dem Identitätssatze Nr. 11, (III): 

(üx hy — hx Qy) = (ah) (xy) . 
Daher wird: 

^, - G^^x = («*) (^2/) • «""^' «g • &-*+?fcJ-f~i , d. h. 

„Die Differenz je zweier benachbarter Glieder einer Polare 
enthält immer den Factor (flh)(xy)*' 

25. Verallgemeinerung dieses Satzes. Dieser Satz gilt aber auch 
für die Differenz zweier beliebiger Glieder 

Gq — Go' 
Denn es ist: 

Gq — Ga = Gg — (r^i -f- GL^-i — G^i -|- 6r^2 — • • + Ga-^i — Ga , 

wo nun rechts immer je zwei Glieder benachbart sind. Er gilt end- 
lich aber auch für die Differenz 

F^k — Gfj . 

Denn multipliciren wir die Gleichung (II) Nr. 23 mit Gq und sub- 
trahiren sie von Gleichung (I), dann erhalten wir 

F^k - G, = c,iG, - G,) -i- <HiG, - G,) -j- ' ■ ■ + c,{G, - G,). 

Daher der Satz: 

„Die Differenz* zwischen Polare und einem ihrer 
Glieder enthält immer den Factor (ah) (xy)J' 
Wir wollen diesen fundamentalen Satz noch etwas weiter ver- 
folgen. Der andere Factor, der mit (ah) (xy) zusammen die Differenz 
F k — Gq darstellt, besteht aus einer Summe von Gliedern Ha , die in 
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X wie in y um je einen Grad niedriger sind. Multipliciren wir mit 
dem einen Factor {ah) in diese Summe hinein^ so lässt sich jedes Glied 

{al}Ha 
als Glied einer gewissen Polare auffassen, die um einen Grad niedriger 
ist als die ursprüngliche Polare. Ueberdies ist diese (i — 1)*^ Polare 
nicht wie F k von dem Producte 

der beiden ursprünglichen Formen gebildet, sondern — eben wegen 
des Klammerfactors {ah) — von einer Form, die aus ihm durch ein- 
malige Faltung entstanden ist. Bezeichnen wir diese Form mit 

ihre Polare mit: {f, (p) *_. i 

und ein Glied derselben mit 

80 kann man den eben erhaltenen Satz in die algebraische Form bringen 

G^ = -p;* + i^y)^ <^i (^u, 9) ^k-1 . (I) 

Die Iteration liegt nahe. Ich ersetze die einzelnen Glieder der Summe 
in (I) gerade nach diesem Gesetze wieder durch die ihnen zugehörigen 
{k — 1)*®° Polaren und eine Summe anderer Glieder K, die neuerdings 
den Factor (ah) (xy) erhalten, also (Ä— 2)*®*^ Polaren augehören von 
Formen, die durch zweimalige Faltung aus /*• g) entstanden sind. Der 
Ausdruck (I) wird dann: 

Wiederholt man diesen Process so lange, bis man schliesslich auf 
nullte Polaren kommt, von Formen, die aus f'q> durch ä; malige Fal- 
tung hervorgingen, so gelangt man endlich zu dem Resultat: 

••• + (*»)*^cJ-^(/;9')J.. d. h. (U) 

„Jedes Glied einer Polare lässt sich entwickeln in eine 
Summe von Polaren, multiplicirt mit Potenzen von {xy). 
Das erste Glied dieser Summe ist die ursprüngliche 
Polare selbst und hat den Coefficienten Eins.^ 
Für den hier betrachteten einfachen Fall werden wir später (§ 8) 
die Reihenentwicklung mit Angabe der Coefficienten geben. 

26. Beispiel, Ich will die bisher gewonnenen Resultate an einem 
Beispiele verificiren. Es sei gegeben das Product 
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Die zweite Polare dieses Products ist nach der ursprünglichen 
Definition (Nr. 21) dargestellt durch: 



2^1 1 I I 

= 2115 l^'^y *'^y '**^ ^^ ^^ ^^ i *"^y ^'y ^** ''^ ^** ''«x + ^ly ^4y ^2x^3*^6x^6« 
+ ^ly ^5y ^8x ^3x ^4x ^6x + ^ly ^6y ^2x ^3x ^4x ^5x + ^2y ^3y ^Ix ^4x »"5x ^6x 
+ ^ay ^4y ^x ^3x ^5x ^6x + ^2y ^5y ^Ix ^8x ^4x ^6x + ^2y ^6y ^Ix ^3x *'4x »"Sx 
+ ^3y ^4y ^Ix ^2x ^5x ^6x + ^3y ^6y ^Ix ^2x ^4x ^6x + *'8y Hy ^Ix ^2x ^4x ^5x 
+ ^4y ^6y ^Ix ^2x ^3x Ux + ^4y ^6y »"ix ^2x ^3x ^öx + ^5y ^6y ^Ix ^2x ^3x ^4x } * 

Ersetzen wir hierin r^ r^ r^ durch a, r^ r^ r^ durch 6, so erhalten wir: 

^ 16 ly**' yxx» y y X X * y y x x * yyxx 

' yxx> yyxx* yyxx* yyxx' yyxx 

+ a b a'h* 4- a b o*6« + 6»a»6 + fe^o^fc + 6«o»i 1. 

■ yyxx> yyxx* yxx' yxx' yxxj 

Fassen wir alle gleichen Glieder zusammen, so kommt: 

F,. = ^{a^a ¥ + 3ab an^ + ¥aH }• 
y öiy^' V y ^ ^ ' yxx) 

In dem nämlichen Resultate gelangen wir nach Nr. 22 durch die bino- 
mische Entwicklung. Darnach ist: 

5fxxy' xyxyi xyxj 

Bilden wir nun die Differenz der Polare und des zweiten Gliedes. 
Man erhält: 

Fy.— ^a^a bib = -r (aH ¥ --a^a ¥b) + ^ (aa^bi- a^a b^b) 

y ft X y x y 5^xxy xyxy^*fi\xyx x y x yj 

== \ (ab) al b^ \ (xy) + ~ (ab) a^ a^ 6» (xy) 
oder 
F„. — a*a bH =^^{ (ab)albb 4. (ab)aal^^ ]■ 

y x y x y 6 »^ /xxy\\N ^xyxj 

Jeder der beiden Terme im zweiten Factor rechts stellt ein Glied der 
ersten Polare einer Form dar, die aus cfilfi durch Faltung hervor- 
geht, nämlich der Form: 

Die erste Polare dieser Form ist aber gerade 



/ *,-y((«6)«*Mv+(«*)«x«,«^») 
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Folglich ist 

X X y y y 6^'^'' ^ 

27. Beispiel. Berechnen wir ebenso die vierte Polare von 

X X 

Sie ist; wenn wir uns wieder lineare Factoren r,x eingeführt denken, 
dargestellt durch 

(4) ^v« - ^r,,nyr,,u, . T-^Jr;-,-- 
Die 6 Factoren a« lassen sich [^ j mal zu je 4 Factoren rix gruppiren. 
Also ist das Anfangsglied sammt Coefficienten 

Sie lassen sich ferner ( j mal zu je 3 Factoren r,« verbinden. Jede 

dieser Complexionen kann mit je einem Factor hx multiplicirt auf- 
treten; folglich' ist 

Auf gleiche Weise findet man die drei anderen Glieder und erhält so 

('.") ^^ - (5) C) ";«:»i + (l)(t)<^«2^.+ ö©«;»;»:^. 
^, +(!)e)«,^«:».+ö(l)'i«*. 

y 210 I y X X * y y X X * y y x x * y y x x * y x] 

Zunächst erkennt man: die Summe aller Coefficienten ist Eins. Sub- 
trahiren wir nun von P^ das Glied 

* 210 l y y X X * y y X X * y y x x 

+ 24a*6*o*6« + o>&«a*6«|, 

• y y X X * y y X X ]^ 

SO erhalten wir: 

Nun ist 

G,-G, = {ah){xy)a^Va^X 
und folglich: 
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Folglich ist: 

y « 210 i ^ if y X X * y X xf y y x x 

+ 24o 6«o*6 + &»o» + o 6*o*6 ) 

' y y X X ^ y x^ * y y x x] 

= ^^iP^ {- l5a»o«6»-95a«6 o9 6« + 25a 6»al6,+6»a»|. 

210 l y x X y y X X * y y x x * y x] 

Demnach wird: 

Die Glieder, welche sich rechts innerhalb der Klammer befinden, sind 
durchwegs Glieder der dritten Polare von 

Man konnte sie also wieder ersetzen durch Qy* plus einer Summe von 
Gliedern zweiter Polaren u. s. w. 

28. Polaren eines heliehigen Produdes von Formen. Wir haben 
bereits in Nr. 21 den Process definirt, durch welchen die Polare eines 
Productes von mehr als zwei Formen erhalten wird. Es erübrigt noch, 
rechnerische Operationen anzugeben, durch welche dieser symbolische 
Process ersetzt werden kann. Am einfachsten bedienen wir uns wieder 
der binomischen Entwicklung. Sei nunmehr F das Product von 
X Formen 

f^or^7 9> = 6«, ^ = cj, ... etc. 

Dann ist die i** Polare von F durch folgende Grösse definirt. Wir 
ersetzen in F Xi durch Xi -j- ^y>; bilden die binomischen Entwicklungen 
der Formen 

{ax + kayY, Q)x + A6y)», (c, + ^Cy% ... etc. 

und multipliciren die so erhaltenen Summen. Der Goefficient von k'^ 

dividirt durch 

/m + ♦* + P + • • • «\ 

liefert die h^ Polare von F. Die Coefficienten dieser Polare haben dem- 
nach die Form 

und ihre Summe ist wiederum gleich Eins, wie aus der ursprünglichen 
Definition Nr. 21 unmittelbar ersichtlich ist. 

29. Beispiele. Wir berechnen die dritte Polare des Productes: 

F^a^h'c. 

XXX 
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Es ist: 

(6, + ^ V' = (o) ^» + ^^iK + ö) ^'«^. 

«x+^«v =ö«. + (i)H- 

Die dritte Polare ist somit: 

''•- g) { (5) © < "■ '. + (5) (s) 1». ». '. '. 

+ (;) 0(9«,^ «:«.+(;)(!)(?) »,',«,'■:». 

+ (!) 0«:^«/X- CO lRO '2;4V^ «> ^ 

Ich mochte hierbei noch aufmerksam machen auf die Zahl der Glieder 
dieser Polare. Sie ist nämlich gleich der Zahl der Variationen mit 
Wiederholungen von 4 Elementen (0, 1, 2, 3) zur Summe 3. Dies 
lässt sich an diesem einfachen Beispiel direct ersehen; denn in den 
Coeffidenten der einzelnen Glieder: 

- © . . . (1) © © 01o)l i) 

stellen gerade die untern Zahlenreihen die erwähnten Oomplexionen . 
dar. Dieses Gesetz , das aus dieser Art der Polarenberechnung un- 
mittelbar hervorgeht; gilt auch allgemein. 

Ueber die Anzahl dieser Variationen hat Oayley im Jahre 1856; 
Phil. Trans. Bd. 146^ folgendes Gesetz aufgestellt: V 

„Eine Zahl p kann als Summe von q Zahlen der Reihe 
0, 1, 2, . . . so oft dargestellt werden, als der Coefficient x^0^ \ 
in der Entwicklung nach steigenden Potenzen von der 
Function 

<P = _- 

(1 — 2) (1 — xz) (1 — x^g) ... (1 — sfiz) 

beträgt. (Vgl. auch Faä di Bruno, Theorie der binären 
Formen, übersetzt von Walter, Seite 124.) 

30. Benachbarte Glieder, Auch hier, bei Polaren eines Productes 
von Formen, sind wiederum zwei Glieder benachbart, wenn sie bis 
auf ein Factorenpaar qx • ry übereinstimmen (wobei r und q für irgend 
eines der Symbole a, b^ c, d, , . . etc. stehen). Die Differenz zweier 
benachbarter Glieder besitzt wieder das Factorenpaar (qr) (xy) zu 
Factoreu. Bildet man alsdann die Differenz zweier beliebiger Glieder, 
oder die Differenz von Polare und einem ihrer Glieder, so hat diese 
Differenz zunächst den einen Factor (xy). Der zweite Factor gliedert 






32 Erster Theil 

sich in eine Reihe von Summen, welche je mit einem der Klammer- 
factoren (qr) multiplicirt auftreten. Jede solche Theilsunpime ist somit 
ein Aggregat von Gliedern, die Qc — 1)^^ Polaren angehören von 
Formen, welche aus F durch Faltung entstanden sind. Es gilt somit 
noch immer der Satz: 

„Jedes Glied einer Polare von F lässt sich darstellen durch 

die Polare selbst plus einer Summe von Gliedern, welche selbst 

wieder niedrigerem Polaren von Formen angehören, die aus 

F durch Faltung entstanden sind.'' 

Wendet man auf diese Glieder niedrigerer Polaren den gleichen 

Satz an und wiederholt ihn so lange, bis alle Glieder durch Polaren 

ersetzt sind, so erkennt man die Richtigkeit des Satzes: 

„Jedes Glied einer Polare und damit jedes symbolische Product 
mit zwei Reihen Veränderlicher x und j^ kann in eine Summe 
von Polaren entwickelt werden, die nach Potenzen von (xy) 
fortschreitet." 

31. Polaren mü mehr als zwei Beihen cogredienter Variabler. Wir 
haben schon in Nr. 18 den PolarenbegriflF für eine Form dahin er- 
weitert, dass wir als Polare auch das symbolische Product definirten: 

Aehnlich können wir allgemein ein beliebiges symbolisches Product 
nach mehreren Reihen Variabler y, ;?, u, v . . . etc. polarisiren. Wir 
ersetzen in dem symbolischen Product 

jP = /". 9> . ^ . . . , 

welches vom Grade m-|-n+|} + «-- = sin x sein möge, die Varia- 
bein Xi durch Xi + Q^yi + (>2^» + * ' '; entwickeln die einzelnen Facto- 
reu ff % ifj . . . nach dem polynomischen Lehrsatz und multipliciren die 
so erhaltenen Summen. Irgend eine Polare, etwa die Polare F k^x^v 

ist alsdann dargestellt durch den Coefficienten von Qi^Q2^99'f dividirt 
durch den Polynomialcoefficienten: j^^ — w _ i; — X -- v ' ^^^ nennen 

sie wiederum eine gemischte Polare und alle Sätze, welche über die 
einfachen Polaren und deren Glieder aufgestellt wurden, lassen sich 
auf diese Polaren und deren Glieder übertragen. Insbesondere gilt 
der Satz: 

„Jedes symbolische Product mit beliebig vielen Reihen cogre- 
dienter Veränderlicher Xy y^ ^, u . . , kann in eine Summe von 
Polaren entwickelt werden, multiplicirt mit Potenzen von 

(^y); (y^)} (^^) • • • etc. 



X 



^x . ' 
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§ 3. UebersohiebxuigsprooeBs, 

32. Definition, Die einfachsten symbolischen Producte u sind 
diejenigen, welche nur zwei Symbole enthalten: 

u = {aVf a^-* &J-* 

Man nennt sie y^Ueberschiebungen'^, und der Process^ durch den sie 
entstehen^ ist der Faltungsprocess: Das Product 

XX * 

der beiden Formen /'=a^, ^ s« ft» wird ifcmal gefaltet. Wir werden 
eine solche H^ Ueberschiebung in der Folge auch sehr häufig durch 

darstellen. Ist n <Cm, so kann k alle Werthe von bis n annehmen. 

Insbesondere ist: 

(/;<p)o=/^.g, = a-.6; 

{fy(py = {ab)^al 

Jede höhere Ueberschiebung als die n^ verschwindet alsdann identisch. 

Die Ueberschiebung ist eine auch unsymbolisch darstellbare Form, 
eine simultane Co Variante von f und g), und der rein symbolische 
Faltungsprocess liefert sonach hier ein Resultat, das sonst durch 
rein rechnerische Operationen erhalten wird. (Siehe Nr. 35.) Aus der 
Definition der Ueberschiebung als Resultat der Faltung eines Productes 
f'»(p erkennt man unmittelbar die Gültigkeit folgender Relationen: 

(«) (C'f, 9>y =c.(/;9)*, d. h.: 

„Die Ueberschiebung eines Productes c-/', wo c eine Con- 
stante, über eine Form (p ist gleich dem Producte der Ueber- 
schiebung {f, 9)* in die Gonstante cJ' 

d, h.: 

„Die Ueberschiebung von linearen Systemen einzelner Formen 

ist gkich einem linearen Systeme der Ueberschiebungen dieser 

Formen." 

(y) {<P, ff =' (*«)* K-' «r* = (- 1)* • ^f> 9>y , d. h. : 

„Die &** Ueberschiebung ändert, wenn man f mit ip vertauscht, 
ihr Zeichen, je nachdem k gerade oder ungerade." 

V Im Interesse späterer Untersuchungen will ich die Faltungen, 
durch welche eine Ueberschiebung entsteht, noch auf einem umständ- 
licheren Wege ausführen. Wir denken uns nämlich einen Augenblick 

Gord au, Invarianten. II. 3 
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die m symbolischen Factoren von f, und die n Factoren von q) ver- 

. schieden, etwa: 

f = r, r^ r. . . . r = a"^ 

' Ix ix 9x mx X 

' Ix 2X Sx MX X* 

Die üeberschiebung (/) 9)* entsteht alsdann, wenn wir das Product 

JP =^ f . q) ;s=z rixT^x ' ' • Tmx X SizSix ' ' ' Snx 

Je mal falten und nachträglich r« durch a, Sjt durch b wieder ersetzen. 
Um aber hierbei ^ keine der einzelnen Factoren auszuzeichnen, werden 
wir diese k Faltungen auf alle möglichen Arten vornehmen, die 
Summe aller so entstehenden symbolischen Producte bilden, und, 
damit wir nach EinfClhrung der alten Symbole a und b wieder auf 
das einzige Product (a6)* a^""* 6j"~*\ komtnen, diese Summe mit der 
Anzahl aller Glieder dividiren. Diese Anzahl ist im Allgemeinen 
gleich dem Producte 

da jede Variation ohne Wiederholung von m Elementen zur ¥^^ Klasse 
mit jeder Variation ohne Wiederholung von n Elementen zu einer 
Faltung Veranlassung giebt,*wenn wir völlig symmetrisch verfahren 
wollen. Man hat demnach: 

\h 9) = m(w— 1) . . . (w — Ä; + l) * n(n — 1) • • • (n — A; + 1) 



'y!i'\sO'"(%S^k)' r. 



f-V 



s- ' 



und dieser Ausdruck rechts reducirt sich auf 

(/;9)*=(a6)*ar*^, 

wenn wir rt durch a, und Sk durch 6 ersetzen. 

33. Der Omegaprocess und die Ueberschidmng, Das gleiche Resultat, 
das wir hier durch X: malige Faltung der beiden Formen f und q> er- 
hielten, entsteht auch durch A; malige Anwendung des Omegaprocesses, 
wenn wir vorher in einer der beiden Formen x mit y vertauschen, 
und nach ausgeführter Operation wieder y durch x ersetzen. Man 
erkennt dies aus den Entwicklungen in Nr. 20, nach welchen der 
Omegaprocess angewendet auf das Product 

P = a"» 6« 

X y 

die Resultate lieferte: 

ß(P) = (a6)a^»Ä»-» 
ß«(7') = («/>)« o»'--'/,»--ä etc. 
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Wir haben somit auch als weitere Definitionsgleiehung: 

34. • Ueberschiebung der Polaren. Nach der ursprünglichen Defini- 
tion wurde die Ueberschiebung in der Weise gebildet^ dass man je 
zwei Factoren Uxbx durch den Klammerfactor (ah) ersetzte. 

Wir können in diesen Process noch eine scheinbar überflüssige 
Zwischenoperation einführen, die wir aber sofort als einen für die 
Bildung der Ueberschiebung fundamentalen Process erkennen werden 
Ersetzen wir nämlich in dem Producte 

X X 

jedes der h Factorenpaare axhx zuerst durch k Factorenpaare a^fty, 
und falten wir nun erst A;mal nach y, so entsteht wiederum 

Die Zwischenoperation war aber nichts anderes als der Polarenprocess, 
durch welchen aus P die Form 

geworden war. 

Die Ueberschiebung entstand hieraus durch Faltung der Polaren 
nach y. Daraus erkennen wir den Satz, der namentlich für compli- 
cirtere Formen /'und 9 von Wichtigkeit wird: 

„Die Ä*® Ueberschiebung der h^^ Polaren ist gleich der 
Aj*®" Ueberschiebung der Formen/' oder: 

V={f,ipf = {f^,9^f. (IV) 

Bei dieser Ueberschiebung der Polaren werden hier die Variabein 
X als constaut angesehen und die Ueberschiebung geht so weit als 
die Variabeln y gehen, d. h. die Operation liefert eine simultane 
Invariante der Polaren in Bezug auf die y. 

35. ünsymbolische Darstellung der Ueberschiebung zweier einfacher 
Formen f und q>. Bezeichnen wir nun die h^ Polare von f mit 

r* = a^'-^a^ , 

y X yf 

und ebenso die Ä*® Polare von 9? mit 

y X yf 

dann ist also die &** Ueberschiebung dieser beiden Formen f und g> 
bezeichnet durch: 
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Es ist aber r^^=^r als Function von y betrachtet unsymbolisch 
gegeben durch: 

r = '^^y[ + (?)^iyi'~'y2 + (5)^2yJ-^yJ H 1- r^y\ 

und ebenso 

Hierbei sind die unsymbolischen Coefficienten r,-, s,- im Allgemeinen 
Functionen von x. Stellt man nun anderntheils r und s symbolisch 
dar^ setzt also 

^ = (^i!/i + ^2y2)* 
s = («1 Vi + «2 y^y ; 

dann ist in symbolischer Bezeichnung die Invariante 

Ersetzt maii aber hierin die symbolischen Coefficienten 

'l) ' i ' 2> 2 '2> • • • 

durch die wirklichen 



^0 > ''i » ^2 > 



• ■ • 



^0 » ^11 ^2 > • • • > 

SO erhält man als unsymbolische Darstellung der Ueberschiebung 
(/i ipy die Invariante der Polaren: 

(rs)* = r^i* - (?)^i5*-i + (J)^2S*-2 - H + nso- (") 

Dieser Ausdruck ist eine simultane Covariante von f und 9. Er 
stellt direct die bilineare Invariante der beiden Formen dar^ sobald 
m =s n^=^Tcj d. h. der Grad der beiden Formen mit dem Grade der 
Ueberschiebung übereinstimmt. 

Nun sind die Coefficienten der Polare nichts' anderes als die 
Grossen 

Ersetzen wir daher dieselben in (I) durch diese DiJQferentialquo- 
tienteu; so erhalten wir als Ausdruck der 1^^ Ueberschiebung 

(m — Ä;)! (n— k)\ f a*/" a*9 



« 9f - irsf - !=^ '^^ {§ • 



d4 






_ /fc\__£x_ . _^? I L £2. 

M/ a»^-* a.rj ^x^-^^x^ — axj 
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oder in leicht verständlicher kürzerer Schreibweise: 

(/; ^y _ (^-z*ll (!LZL^ (|/: |^ _ |^ . |^(*. *) (m) 

^" ^^ ml n\ vdxi ox^ ox^ dx^> ^ ^ ^ 

Vergleicht man diese Darstellung mit der Darstellung der h^^ 
Polare von f=a^y Nr. 14 (8) 

% _ i^n-ky. idf , df y 

V ml \dx,y^'^ dT^y^h 

so erkennt man^ dass sich der Ueberschiebungsprocess s^uch folgender- 

massen formuliren lässt: 

„Die h^ Ueberschiebung von f über q) wird erhalten ^ wenn 
man in der Ä*®** Polare von f y^ durch b^ und y^ durch — ft^ 
ersetzt^ und die entsprechende (w — Jc)^ Potenz des Symbols 
bx von q) als Factor hinzufügt/' 

36. Beispiele von simultanen Co- und Invarianten. Ich will nun 
eine Reihe von Ueberschiebungen wirklich bilden. Wie schon erwähnt, 
erhält man die simultane bilineare Invariante zweier Formen gleichen 
Grades unmittelbar durch die Relation (II). 



Ist z.^. f= ax = «0^1* H" 'i(^i^\^% + <h^\ 



8 



2 



8 

'2 > 



9 «= 6x^ = b^x^ + 2 6i x^x^ + \x^ 
so ist (/; 9))2 — (a/, 6/)^ = {oKf ^ a^b^ — 2 a^^ '\' a^\. (1) 

Ebenso ist, wenn f= a^ und 9 = 6^:': 

(a6)« = aj)^ — 3 aji^ + 3 Og 6, — a^^. (2) 

Berechnen wir auch die zweite Ueberschiebung der beiden Formen 
f und 9). Die zweite Polare von f ist unsymbolisch 

^ Ersetzt man hierin 

y^ durch &2 
y^ durch — : \ 

und multiplicirt mit bx^ so erhält man 

(abYaxbx={a^x^'\- a^x^b^bx — 2(aia?i+ 02^)^1 &2^*+ («2^i+«3^3)^'^x> 
oder, wenn man bx durch \x^ •\' b^x^ ersetzt: 

(abyaxbx={aQX^-Jra^x^)(bibi*Xi+b^%)-2{aiXi+a2X^){bj%Xi+b^^^^ 

+(«2^1 + (h^i) (Pi^^i + h%^2)' 
Führt man hier für die symbolischen Coefficienten b^^, b^^ b^ etc. die 
wirklichen ein und ordnet nach den Potenzen derVariabeln x^ so kommt: 



*) Die Gleichung (III) lehrt, dass (/*, rpf ^^ eine lineare Differential- 
gleichung zur Bestimmung der Form 9 ist, sobald f als bekannt angenommen wird. 
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+ (aiftg — 2a^h^+ a^h^) x^. (3) 

37, Beispiele von Co- und Invarianten einer Form, Bei der Dar- 
stellung des Ueberschiebungsprocesses waren f und 9 beliebige Formen. 
Wir können nun als Form tp die Form f selbst wieder wählen und 
erhalten auf diese Weise Co- und Invarianten einer einzigen Form, 
durch Ueberschiebung derselben über sich selbst. 

So liefert das Beispiel (2) in Nr. 36 für die cubische Form 

/•=«» = 6» 

'XX 

(aby = «oOg — Sa^a^ + Saga^ — a^ag == 0, 

d. h. die dritte Ueberschiebung von f über sich selbst verschwindet, 
was a priori aus dem symbolischen Product {aby hervorgeht. (Ver- 
gleiche Nr. 8.) 

Ebenso wird nach Beispiel (3) Nr. 36 
(aiyax Ix = 2^{aQa^ — a^^)xi^ + (a^a^ — a^ a^) x^ x^ + {a^ a^ — O^a*]- (4) 

Bezeichnet man diese Covariante von f mit ^^, also ihre Coeffi- 
cienten mit ^q; "^ly ^%y ^^ kann man von ihr selbst einmal die erste 
Ueberschiebung über fj dann die zweite über sich selbst auf folgende 
Weise bilden. Es ist: 

(/, ^) = iaJ)alJ^ = y . -3- {g- .- - g^ 3 - j- 

Man erhält somit 

(aJ)a:/^x={%^i^+2aiXiX^+a^x^^)J^Jj,--{aiXi^+2a.^XiX^+a^x^^^^ 

— ((^i3Ci^ + 2a^x^'\'€^x/){^QXj, + J^x^). 

Ersetzt man hierin die Coefficienten von ^ durch ihre Werthe, 
also: 

^Q durch 2(aQa2 — a^^) 

z/j durch {aQO^ — «1^2) 

z/g durch 2(aia^ — Og*), 

und ordnet nach fallenden Potenzen von Xi, so erhält man : 

(a2^)a,*z/a;=(ao*a3~ 3aoaiag+ 2ai5)xi^H- 3(aoaia8-- 2aoag^+af ag)a;i*^jj 

^3(aQa^a^'—2a^^as+aia^^)XiX/—(aQa./--iaiaia^+2ai^x^^. (5) 

Endlich liefert die zweite Ueberschiebung der quadratischen Form 
^ über sich sefbst 
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= 2 |4(aoa2— ai^)(aia3-a2*) — (aoag— aifls,)^! , 
oder 

Wir hab^ somit durch einfache Ueberschiebungsprocesse eine 
Invariante 4^^ Grades in den Coefficienten, ejne Co Variante 3*®° Grades 
in Coefficienten und Variabein, und ferner eine Covariante 2*®^ Grades 
der cubischen Form f kennen gelernt. Wir werden später sehen, 
dass diese drei Formen überhaupt die einzigen selbstständigen 
Covarianten von f sind, d. h. dass sich alle übrigen rational und ganz 
durch f und diese drei ausdrücken lassen. 

38. üeberschiebungen von Producten von Formen. Wir gehen nun 
zum complicirteren Falle des üeberschiebungsprocesses über, in wel- 
chem jede der beiden Formen, die zur Ueberschiebung gelangen sollen, 
ein Product einfacher Formen ist. Die ueberschiebung ist dann nicht 
mehr wie im vorigen Falle durch ein einziges symbolisches Product 
dargestellt, sondern durch eine ganze Reihe derselben, die wir nun- 
mehr ermitteln wollen. 

Sei F das Product der Formen 

femer 9 das Product der Formen • 

Für die linearen symbolischen Factoren der Formen fi führen wir 
der Reihe nach die Factoren rix eiii; ihre Anzahl s ist also gleich 
der Summe der Grade aller Formen, also 

Die linearen Factoren der Formen q> ersetzen wir ebenso durch 
die Factoren q^x] die Anzahl a derselben ist dann 

Die k^ Ueberschiebung der beiden Formen F und wird dann 
erhalten, wenn wir das Product 

n = rix r^x " ' \sx' Qlx92x ' " Qax 

auf aJle möglichen Arten in der Weise 2; mal falten, dass immer 
andere Variationen von je h Factoren rix niit immer neuen Variationen 
k Factoren qxx zu k Klammerfactoren vereinigt werden. Die Summe 
aller so entstehenden symbolischen Producte dividirt durch ihre An- 
zahl gibt die Ueberschiebung von F über 0. Diese Anzahl ist daher 
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gleich dem Producte der Anzahl der Variationen von s Elementen zur 
k^^ Klasse in die Anzahl der Variationen von 6 Elementen zur k^^ 
Klasse. Es ist also die Ueberschiebung definirt durch die Gleichung: 

Ersetzt man in dieser Summe 

rix, r2x, ' • • ^mx durch a^ 
rm+hx, • • • r,n+n,x durch b^: 



Pix, Q2x, ' ' ' Qfix durch a^ 
QfA+Ux, ' • • Qh-\-y,x durch ßx, etc. 
und fasst alle gleichen Glieder zusammen^ so erhält man die Ueber- 
schiebung ausgedrückt durch die ursprünglichen Symbole von F und ^. 
Die Summe aller Coefficienten dieser Summe ist gleich Eins, wie aus 
der Definition der Ueberschiebung direct hervorgeht. (Vergl. auch Nr. 32.) 

Anmerhung, Es mag noch bemerkt werden, dass bßi wirklicher 
Berechnung solcher Ueberschiebungen nicht jede Variation der Elemente 
Tk mit jeder Variation der Elemente Qk verbunden zu werden braucht. 
Es genügt vielmehr, jede Combination von k Factoren r^x uiit jeder 
Variation von k Factoren Qkx zu falten , da bereits hierdurch alle mög- 
lichen Arten von wirklich verschiedenen Verbindungen geliefert werden. 
Die Zahl der Glieder ist alsdann gleich der oben erwähnten dividirt 
durch k\. Wenn ich in der oben gegebenen Entwicklung mehr Faltungen 
als nothig vornahm, so geschah das einmal um die Symmetrie nicht 
zu verletzen, und anderntheils um die Uebereinstimmung des numerischen 

Coefficienten - — ^ ""^ ^' mit dem Nr. 35 (III) gegebenen hervor- 
zuheben. 

39. Beispiel 1. Ich will diese Darstellung des Ueberschiebungs- 
processes an einem einfachen Beispiele deduciren, das bereits in Nr. 37 
behandelt wurde. Wir hatten dort die zweite Ueberschiebung der 
quadratischen Govariante einer cubischen Form über sich selbst be- 
rechnet, und zu dem Zwecke für dieselbe das neue Symbol J einge- 
führt. Bilden wir nun direct die zweite Ueberschiebung dieser Form 

j = {aVfaxhx = {cdfcjidx = etc. 
über sich selbst, so kommt nach den vorhergehenden Entwicklungen 

({ahyaxhxj (i^dfcxd^ = {ahy{cdf{axlxj Cxdxf 
= -^ Uaby{cd)\ac){bd) + (aby{cdy{ad){bc) - 
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Beide Glieder sind einander gleich; denn sie gehen in einander über 
durch Yertauschung der gleichwertigen Symbole a und &, oder c 
und d. Ihre Summe kann also durch das doppelte erste Glied ersetzt 
werden und somit ist diese Invariante (^, ^y auch dargestellt durch 

(^, ^y = (aby(cdy{ac){hd) = (ahy{cäy(ad)(bc). 

« 

Beispiel 2. Wir stellen uns ferner die Aufgabe^ eine durch ein 
symbolisches Product dargestellte Covariante oder Invariante einer 
Form f in den Wurzeldiffereuzen dieser Form zu berechnen. Die 
Methode will ich an einem Beispiel entwickeln. Es sei gegeben die 
Form f=(^y sie besitzt eine Invariante i = (afe)*. Um sie in den 
Wurzeln «j, «g; ^s> ^4 von /' darzustellen, bilden wir zunächst diese 
Invariante durch vierte üeberschiebung von a* mit: 

f= «Ix ^2x CCsx «4« 

und erhalten nach Nr. 38 (I): 

. i = (aby = (aui) (aa^) (aa^) (aa^)-, (1) 

auf diese Weise ist bereits ein Symbol b durch die Wurzeln a^ «g «3 «4 
ersetzt. Es handelt sich also noch darum, auch für das Symbol a die 
Wurzeln «,• einzuführen. Wir ersetzen zu dem Zwecke in (1) a durch 
z und überschieben die Polare 6* = «i« «2* «s* «4« viermal über die 
Polare a^ = «i, «g, a3^a4,. So erhalten wir nach Nr. 38 (I) und An- 
merkung: 

i^t) ^)* = ("^)* =* (aia-a2.-as.a4,, ai,a2,a3*a4,)* 

^Tl2 ^^*' "^^ ^^^ "*^ ^"'' "»^ ("'* "*)' 

oder mit 'Vernachlässigung jener Glieder der Summe, welche wegen 
Factoren («,; «,-,) = identisch verschwinden : 

(a6)* = i = — [(aiaa)(a8a4) + (aia3)(«2a4) + (a^oc^) i^^i^s) 



2 



Ganz in derselben Weise veriUhrt man auch allgemein. Man er- 
setzt zunächst ein Symbol der Covariante durch y^ und bildet die 
n*® üeberschiebung dieser Polare mit der Polare /"« = «ly «2^- • • ccny 
So erhält man ein Aggregat von Gliedern, welche ein Symbol 
weniger enthalten. In jedem dieser Glieder ersetzt man wiederum ein 
Symbol durch z, und überschiebt dasselbe abermals nmal über 
/^n = ai, «2* • • • cCnz ©tc. Dadurch ist die Zahl der Symbole um 2 
reducirt, und so setzt man den Process fort. 

40. Darstellung der Uä)€rschiebung durch üeberschiebung von Polaren. 
Erster Fall. Bei Berechnung einer üeberschiebung, welche an zwei 
Producten von Formen ausgeführt werden soll, kann man sich nun 
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aber auch wieder des bereits in Nr. 34 bewiesenen Satzes bedienen. 
Die Sätze über Eigenschaften der Polaren lassen sich alsdann auf die 
Ueberschiebung übertrafen. Ich will mich indess bei den folgenden 
Entwicklungen auf den Fall beschränken, in dem F und 9 nur als 
Producte von je zwei Formen vorausgesetzt werden, da die Verallge- 
meinerung nur eine öftere Anwendung der« Operationen des speciellen 
Falles erheischt, und keine neuen üeberlegungen nöthig macht. Ueber- 
dies sei zunächst vorausgesetzt, dass der Grad der beiden Producte 
in X gleich dem Grade Tc der Ueberschiebung sei, dass also, wenn 

2^ = /'. gj = a^*- &^ 
für den Exponenten der Ueberschiebung 

u = (F, oy 

die Beziehung bestehe 

Unter dieser Voraussetzung besteht nun aber die Ä*® Polare von 
JF aus dem einzigen Gliede 

tr y V 

und ebenso 

Faltet man das Product Ft • ^Jt auf alle möglichen Arten, etwa 
indem man die linearen Factoren der einen Polare einen Moment durch 
Tix, die der andern durch Qkx ersetzt und nun die einzige Gombination 
der r,a.'mit allen Permutationen der Qi^ durch Faltung verbindet, so 
bildet die Summe aller dieser Glieder, dividirt durch ihre Anzahl, die 
Jc^ Ueberschiebung von F über O. Ersetzt man wieder rix und Qix 
in geeigneter Weise durch die ursprünglichen Factoren ax 6« ccx ßx, 
fasst hierauf alle gleichen Glieder zu einem einzigen Gliede L, zu- 
sammen, so ist die Ueberschiebung dargestellt durch 

wo Ls von der Form {aay^ (bßY^ (aßY* (i/J)"*, ^1+^2+^3+^ = *; 
und 9« constante Coefßcienten sind, deren Summe gleich Eins ist. 

41. Zweiter FaU, Ist nun der Grad des Productes F, und der 
des Productes O grösser als der der Ueberschiebung, oder höchstens 
eines der beiden Producte von gleichem Grade wie die Ueberschiebung, 
so ist die h^ Polare von F (vergl. Nr. 22) 

^^ = (0) © «r *r* K + (T) (ft-i)«r • % &r*+^ r' + • • =2' '^ ^* 

und ebenso 



Processe für inyariaDte BildungcD. 43 

Die Ueberschiebung erhält man, indem man das Product 

auf alle möglichen Arten nach den in y linearen Factoren faltet. Sie 
ist also dargestellt durch die Summe 

wo nun das Glied (6r,-, H^y entsteht, indem man auf irgend zwei 
Glieder der Jc^^ Polaren 7cmal den Faltungsprocess anwendet Die Ueber- 
schiebung der beiden Formen F und O ist also zurückgeführt auf 
eine Summe von Ueberschiebungen solcher Formen 6?, und H^, deren 
Grad in y genau mit dem Grade der Ueberschiebung übereinstimmt. 
Jede solche ueberschiebung ist nach Nr. 40 dargestellt durch 

Trägt man also dieselben in (I) ein, so erhält man: 

== V Xi^s {aay^ {hßy^{aßy> {bßy* a;^(»'i+''>) &»-(•'.+»'•) a^-{v,-^v,) ßv-{v,+v,) ^ 

Hierbei ist die Summe der Coefficienten A,^« gleich Eins. Denn 
es ist * 



nach Nr. 23 



und ebenso 



folglich auch 



y,C[, = 1 nach Nr. 40, 



42. Benachbarte Glieder einer TJä)erschiebung. Wie bei den Po- 
laren so spricht man auch hier yon benachbarten Gliedern. Doch ist 
die Mannigfaltigkeit der Nachbarschaft nun eine grössere geworden. 
So können zwei Glieder benachbart sein, wenn in dem einen an 
Stelle von 

ax{ba) sich befindet bx(aa)y (1) 

oder an Stelle von 

ccx(aß) sich befindet ßx{aa), (2) 

während alle übrigen Factoren übereinstimmen. Im ersten Falle hat 
die Differenz der betreffenden Glieder den Factor 



44 Erster Theil. 

a*(6a) — h (aa) =% (ab), 
im zweiten Falle den Factor 

ccx(aß) — ßx(aa) = ax{ccß)^ 

wie aus dem Identitätssatz Nr. 11 hervorgehi 

Die Differenz zweier in dieser Weise benachbarter Glieder hat 
demnach immer einen der beiden Factoren 

{ah) oder (a/J). 

Die Nachbarschaft zweier Glieder kann aber auch lediglich durch 
Elammerfactoren bedingt sein. Es kann die Stelle von 

iaa)(bß) das Product (aß)(ba) (3) 

einnehmen; dann hat nach dem Identitätssatze die Differenz dieser 
beiden Glieder 

G, — G, = G[ (aa) (bß) - (aß) (ba) } 

^G{ab){aß) 
den Factor {ab) {aß). 

„Diese Differenzen haben also in allen drei- Fällen mindestens 
einen Klammerfactor, der durch Faltung zwischen Formen F 
allein, oder O allein entsteht, und nicht durch gegenseitige 
Faltung von F mit O." 

So ist z. B. in der schon mehrfach berechneten üeberschiebung 

U = ((a&)* a^ bx , {cdy Cx rf»)' 

(a6)«(cö()« 



,2 



{ac)(J)ä) + {aä){bc)\ 



2 
die Differenz der beiden Glieder dargestellt durch 

G,-G^ = {abficdy [ (ac) {bd) - {ad){bc) } 

c= {aby {cä)\ 

Die rechte Seite verschwindet aus bekannten Gründen, wenn a, 
6, c, d Symbole der cubischen Form /* = aj sind. Dann ist also 

folglich 

f7=: -i- . 2^1 = {ab)\cdf{ac){bd), 

was wir schon auf anderem Wege gezeigt haben. (Vergl. Nr. 39.) 

Die eben besprochene Eigenschaft der Differenz benachbarter 
Glieder kann man auch für die Differenz zWeier beliebiger Glieder Li 
und Lp nachweisen. Denn es ist 

Li — Lp = {Li — A+i) + (-^i-f 1 — J^i+ä) + • • • + (ip-i — ip)- 
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Jede Differenz rechts besitzt den Factor (ah) oder (ccß)y also ist 
die Differenz links durch ein Aggregat von Gliedern darstellbar, welche 
entweder den Factor (ah) oder den Factor {aß) oder beide besitzen. 

43. Anwendungen. Man kann von diesen Sätzen interessante An- 
wendungen machen 9 die für uns in der Folge von Wichtigkeit sein 
werden. Denken wir uns eine Covariante Äi der Form f = a^. so 
können wir uns genau dieselbe Covariante Bi der Form 9 = «^ bilden, 
wenn m^n^ indem wir an der Potenz ^^ die nämlichen Faltungen vor- 
nehmen, die wir an f^ machten, um die Form Ai zu erhalten. Nennen 
wir der Einfachheit halber Ai des Modell, Bi das Bild. Ist ins- 
besondere 

also eine gerade Ueberschiebung der Form f über sich selbst, so 
können wir mit Hilfe der Eigenschaft benachbarter Glieder für Bilder 
Biy welche aus dieser Form nach den Modellen Ai gestaltet werden, 
eine Reihe von Sätzen ableiten. 

In diesem Falle nämlich kann man aus der Potenz 

eine Menge Bilder Bi nach dem Modelle Ai herstellen, je nachdem 
man die durch Ai dictirten Faltungen der Potenz 

/^ s=s a** • &*• • c* • . • r* 

' XXX X 

in q^ ausführt, d. h. je nachdem man in q>^ die entsprechenden Fal- 
tuniren an a'^^ft;;""'*, oder an a'*~'"6?r'*i oder an a?~"''fe*""'', oder end- 

C? XX* X \X ' \X X ' 

lieh an a7~^6!*~^ vornimmt. 

\x 1.x • 

Wir nennen dann wieder zwei Bilder Bi und J?/ benachbarte 
Bilder, wenn sie dadurch aus einander hervorgehen, dass man in 
zwei symbolischen Factoren derselben a mit a^ vertauscht. Ihre 
Differenz hat dann immer um einen Factor {aa^ = {bh^ = (cc^) mehr 
als das einzelne Bild. 

Ist z. B. Bi = (ab) (a^ \) Gi 

B{=(a,l)(a\)Gi, 



dann ist: 



oder ist: 



80 ist 



Bi - B; = Gi [ (ah) (a, 6,) - (a, h) (ah,)] 
= Gi(aa^)(bbi)] 

Bi = aar (a^ h) Gi 
BI=ai^(ah)Gi, 

Bi - B;= Gi [a:,(a^h) - at^(ah)} = Gi(aa,)b^. 
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Genau wie vorhin erkennt man daher^ dass auch die Differenz 
zwei beliebiger Bilder Bi und J9,- sich durch ein Aggregat von Glie- 
dern darstellen lässt, deren jedes einen Factor {aa^ mehr besitzt als 
das einzelne Bild. Da nun ein Bild mindestens {aa^^*^ bereits zum 
Factor hat; so erkennt man die Richtigkeit der Behauptung: 

,;Die Differenz zweier Bilder J5,- ist gleich einem Aggregat 
von Gliedern, welche den Klammerfactor (a6)*''+* oder wegen 
Nr. 12 («6)2/*+« besitzen.^' 

Man kann auch sagen: 

„Die Differenz zweier Bilder ist null, bis auf Glieder mit dem 
Factor {al^f'^^.'' 

Wir werden einen derartigen aus Elammerfactoren zusammenge- 
setzten charakteristischen Factor Modul nennen, und demnach diesen 
Satz in die algebraische Form kleiden: 

Bi —Bi = mod («6)«^+^ (1) 

Hat man nun drei symbolische Producte Ä, so dass 

A^ = c^ (ah) t , 

dann verschwindet wegen des Identitätssatzes ihre Summe identisch. 
Das Gleiche gilt für die erste Gattung der oben erwähnten vier Bilder, 

Bi = a^{bc)if' 

B^ = h (ca) ^' 

B^ = Ca:(ab)if\ 

die ja neben andern Elammerfactoren genau dieselben enthalten wie 
die Modelle Äi, 

Nimmt man demnach drei beliebige Bilder B^ B^ B^, so ist 
wegen Gleichung (1) 

3 8 

1 1 

weil aber ^ Bi = 0, so erhält man 

3 

^Bi = mod (a6)»^+2 . (2) 

1 

Dieses Resultat lässt uns aber einen sehr wichtigen Satz beweisen: 

„Ist F{Ai) eine ganze Function von symbolischen Producten 
Ai der Art; dass weder ihre Glieder einzeln null sind, noch 
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sich gegenseitig aufheben; so ist, wenn diese Function F 
gleichwohl identisch verschwindet, die entsprechende 
Function von Bildern, also von symbolischen Producten Bi 
der Form 9 = (/", fff" 

F{Si) = mod (a6)2^H-« ." 
Denn man kann setzen (vergl. § 1 Nr. 12, und § 10 Nr. 117) 

_ F (Ad = =- 2^ j (6c)a, + (ca)b, + {ab)c, ] q> 
und demnach für die genau entsprechenden Bilder (erster Gattung) 

F{Bi) = 2 I (*^)«' + M*- + («^)^- 1 9' = 0. 
Sind alsdann Bi beliebige Bilder, so ist 

F (Bi) — F (2?,) = mod (a6)>/'+2 . 
also weil der Subtrahend links verschwindet 

F (Bi) = mod («6)2^+2 . • (3) 

Wir werden später von diesem Satze eine hervorragende Anwendung 
machen. 

44. Differerus der UeberscJiiebung selbst mit einem ihrer Glieder. 
Die Eigenschaft, die wir für die Differenz zweier beliebiger Glieder 
einer Ueberschiebung nachgewiesen haben, besitzt auch die Differenz 
zwischen einem Gliede und der ganzen Ueberschiebung. Denn da in 
der Ueberschiebung die Summe aller Coefficienten Eins ist, so folgt 
durch .Subtraction der beiden Gleichungen 

Lq = Lq ^^ A,-^, 

die Gleichung ' 

Lq=U+^ki^,(Lq^L,) 

oder, wenn wir links in den Differenzen die Factoren (ab) resp. (aß) 
absondern : 

L,= U+(aby^(aßy-SjXi^sPsÄei u. b^-^0 oder 1) £^^«^ = 0. (I) 

Nun sind die symbolischen Producte (a&)** (a/3)*» P, Glieder, welche 
irgend einen Klammerfactor, wie ihn die Ueberschiebung U involviren 
würde, weniger besitzen, dafür aber mindestens einen mehr, welcher 
dieser Ueberschiebung U fremd ist, insofern er nur durch Faltung der 
Formen von F unter sich, oder der Formen unter sich entstehen 
kann. Daraus lernen wir zweierlei: Erstens, diese Glieder in den 
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Summen rechts gehören Ueberschiebungen an^ die einen um mindestens 
Eine Einheit niedrigeren Grad h — 1 haben als die üeberschiebung U\ 
zweitens, diese Ueberschiebungen beziehen sich auf Formen niedrigeren 
Grades, welche, sei es aus F oder sei es aus O, durch Faltung ent- 
standen sind. 

Wir gewinnen also zunächst den Satz: 

„Jedes Glied einer Üeberschiebung lässt sich darstellen durch 
die üeberschiebung selbst plus einer Summe von Gliedern, 
welche niedrigeren Ueberschiebungen von Formen niedrigeren 
Grades angehören." 
Ersetzen wir nun vermöge dieses Satzes abermals die Glieder 

(a6)'> (a/3)'* P,- 

durch ihre Ueberschiebungen und fahren in diesem Processe so lange 
fort, bis wir zu nullten Ueberschiebungen von Formen gelangen, die 
aus F oder O durch vielfache Faltung entstanden sind, so werden wir 
endlich zu dem Satze geführt: 

„Jedes Glied einer Üeberschiebung lässt sich dar- 
stellen durch eine Summe von Ueberschiebungen," 
oder 

L = u+ yjc\^^ Tßp + yi^p üj.^) H — h v^*) üj*>. (II) 

Dabei sind die Grössen 69^ Constante, die Grössen W^ der Reihe nach 

Ueberschiebungen (Ä — 1)**°, (h — 2)^ bis nullten Grades von Formen, 
die stus F oder O durch einmalige, zweimalige resp. X; malige Faltung 
entstanden sind. 

Diese beiden Sätze. (I) und (II) entsprechen den analogen Sätzen 
(I) und (II) Nr. 25 über Polaren. 

45. Jedes symbolische Prodiict lässt sich auf eine Summe einfacher 
Ueberschiebungen zweier Formern reduciren. Der letzte Satz kann noch 
erweitert werden, indem wir ihn auf ein beliebiges symbolisches Pro- 
duct, ohne Rücksicht darauf, ob ihm die Bedeutung einer wirklichen 
binären Form zukommt oder nicht, ausdehnen. Das Princip) das uns 
die Darstellung eines solchen symbolischen Productes durch eine Summe 
von einfachen Ueberschiebungen ermöglicht, liegt in der wiederholten 
Einführung neuer Symbole, die so lange fortgesetzt wird, bis in jedem 
Gliede der entstehenden Summe nur mehr zwei Symbole übrig sind. 
(Vgl. auch Camille Jordan, Liouville Journal, ser. 3, Bd. 2 und 5.) 
Ich will der Deutlichkeit halber ein Beispiel voraussenden. 

Es sei gegeben das symbolische Product: 

P = (aby {acf {pcf a, 6, c. 



^x • 
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Halten wir in demselben die beiden Symbole a und b 'fest, ersetzen 
dagegen das Symbol c durch eine Variable y, so wird aus P, abge- 
sehen vom Factor (xy), der Ausdruck: 

^ \ / y y X X 

Derselbe stellt nichts anderes dar, als ein Glied der vierten Polare 
einer Form: 

Dieses Glied lässt sich in die Polare (a^) plus einer Summe von 

Polaren niedrigerer Formen entwickeln, die aus «^ durch Faltung ent- 
stehen. Das Besultat der Entwicklung können wir direct aus dem 
Beispiel Nr. 26 ableiten, indem wir in der Gleichung 

aH^a b -=^F, — ^(xy)0 

X mit y vertauschen und mit {aby multipliciren; dies liefert 

{ahfalhlaX =■ «)^ + 1 (^!/)(^*)^., 
wobei mit iS* die Form iab)^atbl, bezeichnet ist. Ersetzen wir hierin 

* X ^ ^ X X 

y^ wieder durch c^ und y^ durch — c^ und multipliciren mit dem -aus 
dem unterdrückten Factor {xy) durch diese Substitution wieder her- 
gestellten Factor Cxj so erhalten wir: 

P = {ahy (acy (hcy a, b^ c, = («« , c^)« + | (^^ , c*)» . 

Das symbolische Product P ist somit durch eine vierte und eine dritte 
Ueberschiebung dargestellt. 

46. Allgemeine Darstellung. Um also ein symbolisches Product 
(mit beliebig vielen Reihen von Symbolen) 

a , b , c , , . etc. 

«5 ßj y . . . etc. 

a , b , c . . . etc. 



durch eine Summe von üeberschiebungen darzustellen, verfahren wir 
folgendermassen. Wir halten eine Reihe von Symbolen fest, etwa die 
Symbole a, 6, c . . . etc., ersetzen alle übrigen durch Variable y, 
u, V , . . etc. und sondern einen Augenblick die dadurch aus Factoren 
erster Art entstehenden identischen Covarianten (xy), (xz), (xu), (xv) ... 
ab. Der so entstehende Ausdruck ist dann nichts anderes, als ein 
Polarenglied einer Form, die wir mit f bezeichnen wollen. Dieses 
Glied lässt sich aber nach Nr. 24 und 31 in eine Reihe von Polaren 
entwickeln, welche Formen angehören mögen, die wir mit 

9 = ^2, i; = 2il, ;; = (>... etc. 

Goidan, Invariauten. II. '^ 
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bezeichnen. Ersetzt man nun in dieser Reihe die Formen % ty X - * * ^te- 
durch das ihnen zugeordnete Symbol Ä^ Bj C etc., substituirt sodann 
für die Variabein y, 0, ü . . . wieder die ursprünglichen Symbole 

a^ ßj y^ . . . etc. 

a, b^ c, . . . etc. 

und multiplicirt nun mit den vorhin abgesonderten Factoren {xy), {xz) . . . 
d. i. mit: 

^x} Pxf y« • • • 

U«; Vx> Ca • • • > 

SO entsteht auf der linken Seite das ursprüngliche Product P. Rechts 
dagegen erhalten wir eine Summe von symbolischen Producten^ deren 
jedes statt der ganzen Symbolreihe 

Cvy Of Cj . • • 

nur je ein einziges enthält^ sei es das Symbol A der Form 9), oder 
das Symbol B der Form ^; . . . etc. Ein solches Glied enthält also 
weniger Symbole wie vorher, und wir können nun in jedem derselben, 
genau auf dieselbe Weise wie in P selbst, die Zahl der Symbole re- 
duciren. 

Auf diese Weise gelangen wir schliesslich zu einer Summe von 
Gliedern, deren jedes nur mehr zwei Symbole enthält. Solche sym- 
bolische Producte haben wir aber als einfache Ueberschiebungen de- 
finirt, und wir sind somit berechtigt den Satz aufzustellen: 

„Jedes symbolische Product lässt sich durch eine 
Summe von einfachen Ueberschiebungen darstellen.'^ 

§ 4. Die einfachsten Uebersohiebnngen. 

47. Die Functionaideterminante, Unter den Ueberschiebungen haben 

insbesondere zwei eine hervorragende Bedeutung. Es sind gerade die 

beiden einfachsten Ueberschiebungen zweier Formen, nämlich die erste 

und die zweite. Die erste ist bekannt unter dem Namen „Functional- 

determinante^' oder auch „Jacobi'sche Determinante^' (vergl. Bd. I § 9). 

Sie ist, wenn 

f=a^, 9 = 6; 

die beiden Formen sind, dargestellt durch 

und unterscheidet sich von der im ersten Bande § 9 definirten Function 
nur um den Factor m*n. Man erkennt dies unmittelbar aus der un- 
symbolischen Schreibweise dieser Form (vgl. Nr. 35, III) 
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wobei 



if>9>) 



fi 






(I) 



9. = — 



n 






Diese Determinante lässt sich übrigens, was für die folgenden 
Betrachtungen bequemer ist, auch als eine dreigliedrige darstellen. 
Das symbolische Product 

(ah)axbx = (aiftg — b^^a^) (c^Xi + a^x^) {\Xi + b^x^) 

hat nämlich, wie die Determinantentheorie lehrt (vergl. Bd. I Nr. 40, 
Anmerkung), als Determinante geschrieben die Matrix 



a 



1 I 



V, 






X^ , XiX^f 



Xq 



2 



(ab)axbx. 



Multiplicirt man hier die erste Zeile mit a^^, die zweite mit 
&**~'^ und berücksichtigt^ dass 



21 



2^m— 2 _^ /• 



229 



J 2J«-2 ,^ ß, 
^&2&r* =9l2 



so erhält man für die Functionaldeterminante die dreigliedrige De- 
terminante: 

tll) hif /22 



911 > 

2 



X^ I """ JV't •*'< 



9l27 



922 

2 



(H) 



48. 2>te JPMWc^iotiaZdeferw^wawfe ab Form ungeraden Charakters.^ 
Da die Functionaldeterminante nur einen einzigen Klammerfactor 
besitzt, so ist sie eine Form ungeraden Charakters (forme gauche). 
Wir können zeigen, dass ihr Quadrat sich als eine ganze Function 
von »Formen geraden Charakters darstellen lassen muss, eine Eigen- 
schaft, die sie mit allen schiefen Co- und Invarianten theilt. (Vergl. 
Nr. 8.) 

In der That, vertauschen wir in (11) Nr. 47 die erste und 
letzte Colonne und multipliciren die zweite Colonne mit — 2, so er- 
halten wir 

/227 ^/l2> /ll 

922» — ^9l2> 9u 



+ 2(A9>) 



Xf , -j- /SXiX^y Xj^ 
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Bilden wir nun das Product dieser Determinante mit der ursprüng- 
lichen, so kommt: 



fuf 



1129 h 



9 





fit} ^/i2; m 
2 (/*, 9) • (/*? 9>) ~ Viu 9i2> 9«2 • 9nf — 29i8, ^^ 

Äi j —^X^Xj^p X^ XA j ^ X-^X^y x^ 

2(^i/i2 — fl%)y f^ 9ii — 2/i2 9ia + fn V^} f 

f2i9n—^f\% 9i2 +/ii9m7 2(9229ii — 9i«)> 

Hierin ist nach Nr. 45^ III: 

2(Al/'22-r?2) -(A /•)* 

2(9ii 9^22 — 9^1») ~ (9? 9>)* • 

Demnach erhalten wir als Ausdruck für das Quadrat der Functional- 
determinante J = (/*, q>) 

(/•, f)\ (/•, v)*, /• 



J» = 



2 



oder 



/, 



9. 







«^ = - T {(^' ^)*- 9"* - ^CA y)*/"- 9 + (9», 9»)* • P] . (I) 



Die Formen f und 9 sowohl, als ihre zweiten Ueberschiebnngen, 

sind aber Formen geraden Charakters; denn /'und 9) haben keine und 

ihre zweiten üeberschiebungen haben zwei Elammerfactoren^ gehen 

also bei Transformation bis auf eine gerade Potenz des Moduls /l 

• in sich selbst über. 

Genau in derselben Weise kann man auch das Product zweier 
verschiedener Functionaldeterminanten darstellen. Man erhält 





/ll» /12; /22 




Zm> ~^Xm Zu 


2(/; 9>) -(Z, *) - 


9li; 9l2> 9^22 


. 


tn, — 2^,„ t(>,i 




•J/J y ^^ Xj^X^y X^ 




iil/o 1 "J^ m X\ X^ } Xf 




{f, if, (9. z)S X 




«= 


^f, i>)\ (SP, i>y, * 






f, 9, 








oder 



(f,9>(x,^) i{if,x)'9-t-if,i'y9'X-(.9,x)*f-i>+(9,il'yf-x\' (H) 
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49. Die FuncHoncUdetenninaTite der zweiten Polaren dreier Formen. 
Bildet man von den drei Formen 



K> ^■=^«1; 



die zweiten Polaren 

so können wir im Sylvester'schen Sinne (vergl. Bd. I. Nr. 143) die 
Resultante der drei in y quadratischen Formen als Functionaldeter- 
minante betrachten und erhalten, abgesehen von einem Factor 2; als 
Ausdruck derselben die Determinante 



U 



In f / 12 } 122 

9n7 9^12? 922 



= a«-8 J«-« ßp-2 

X m X 



öi', «l^g; öjj* 



2 

"l 1 






(I) 



(a6)(ac)(6c)a«-»6r*cf-«. 



Dieselbe Determinante geht auch aus J ^== (/*, 9) Nr. 47 (II) her- 
vor, wenn wir x^ durch — V'g und oc^ durch ^j ersetzen. 

Auch diese Govariante U ist eine Form ungeraden Charakters 
und wir können sie ganz in derselben Weise wie die Functional- 
determinante J durch gerade Formen darstellen. Multipliciren wir 
sie nämlich mit 

122} ^/12> Ml 

2U ^ 922; — 29i8, 9ii 

*227 — 2^18, ^n 

so erhalten wir: 

2U*^ {f,g>f, (9), 9)*, (<P, *)* . (H) 

(/• ^)«, (<p, t)S (*, i^-)* 

Die Determinante rechts ist eine Covariante, die, wie wir später 
sehen werden, unter die Gattung der Combinanten zu rechnen ist. 
Ihre Elemente sind die Goefficienten von X in der zweiten Ueber- 
schiebung 

der Form 

Über sich selbst. Denn bilden wir die zweite Polare 



Fj^ = Aj^yi + ^9y* + h^y^i 
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80 erh&lt man daraus die Ueberschiebung, wenn man in dem Producte 

alle nach der Multiplication entstehenden Glieder nach y zweimal 
faltet. Dies ist, da wir hier einfache Formen zweiten Grades in y 
haben y immer nur auf eine einzige Art möglich, so dass wir erhalten: 

iF, F)* = X,\f, f)' + ^(9», <P)* + • •> + 2lMf, y)* + • • • 

50. JRelation zwischen drei und vier binären Formen. Das in die- 
sem Paragraph nun schon zum wiederholten Male benutzte Princip, 
durch Determinantenmultiplication Relationen zu erhalten, wollen wir 
noch benutzen, um Relationen zwischen beliebigen Formen herzustellen. 

Wir erhalten eine Relation zwischen den drei beliebigen Formen 
/*, 9 und ^, wenn wir die beiden Determinanten vom Werthe null 



B = 



und 






t\%j fi27 ^ 

^12; ^2S> 





^ * , TT T ^ 



(I) 



9n' — ^9i«. »»lu 



01/2 f |~ ^ 3/« Xa , fl/i , v/ 

mit einander multipliciren. Das Resultat der Multiplication ist: 



(11) 







(f, ry, {f, 9)', (f. i>y. f 

if, 97, (9, 9)*, (9> ty, 9 

(f, id*. (9, ty, (M>f M>y, t 

f, 9i i>, 



J. 



(III) 



Nach den Elementen der letzten Zeile und Reihe ausgewerthet, 
liefert sie, wenn man die ünterdeterminanten zweiter Ordnung mit 
A4,k bezeichnet (vergl. Bd. I. Nr. 64 und Beispiel 65) 



4i 



l il 42 4S 42 43 49 I 



oder in leicht verstandlicher Abkürzung: 



0. 
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= 0, 



Vertauscht man in den beiden Determinanten (I) und (II) wieder 
Xi mit %2 u^^ ^i ^^ — Xi) ^o erhält man durch Multiplication der- 
selben die Relation: ^ 

(/•, ff, (f, 9)\ if, *)*, (/•, Xf 
(f, 9)*» (V, <P)\ (9, ty, {<P, ZY 

(/•,*)^ {^.<p)\ (f,tr, ii>,xy 

(/•, xT, (x> 9)S (x, i>y. (x, xY 

und diese Determinante giebt eine Relation zwischen Govarianten von 
vier beliebigen Formen. Wir werden später , insbesondere bei der 
Theorie der quadratischen Formen, von den bisher entwickelten Rela- 
tionen yielfach Gebrauch machen. 

51. Die FuncHoncMeterminante (/*, 9) wwdf die erste Polare {f'<p)y. 
Die Functionaldeterminante giebt auch noch in anderer Richtung zu 
Relationen Veranlassung, die besonders für die symbolische Rechnung 
von Nutzen sind. Hierher gehört ihre Beziehung zur Polare (/'•9)y. 
Diese Polare ist nämlich, wenn /* «= aj^ = 6^ • . . und 9> =» «JJ = /3" • • • , 
dargestellt durch: 

(/•. «,) = _^ . «m-i a a^ -] *J— a'" a«-^ a« (l) 

-^c^G^ + c^G, (vgl. Nr. 22). 
Die Differenz der beiden Glieder ist: 

Gl- G»^ «r~' «c~' (%% — %«J = «»"' «r' (««) (y^) » 



oder 



(ya;) • (/•, 9) = «r' «y K - «™ «r' «V • (2) 

Eliminiren wir aus beiden Gleichungen (1) und (2) einmal das 
erste, sodann das zweite Glied rechts, so erhalten wir: 



(f ■ 9)» + ^-+ „ (y*) • (f, v) =• o'r ' «y «: = /,• 9» 



(I) 



Diese beiden Gleichungen, Yon denen die zweite auch durch Ver- 
tauschung Ton / mit q> aus der ersten erhalten werden kann, setzen 
die Polare (/*• q))y mit der Functionaldeterminante (/*, (p) und den 
Polaren fy und q)y in Beziehung. 

Dabei haben wir nicht vorausgesetzt, dass f und 9, unsymbolisch 
genommen, wirkliche binäre Formen sind. Die Relationen (I) gelten 
also auch, wenn wir in ihnen f durch a^—^ und tp durch aj*"^ er- 
setzen und nachträglich mit (aa) multipliciren. Dann geht aber 



(/*• q>) über' in {aa)'(a"^'^^ • a 



,n — 



'\-i.f,'P)y, 
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femer: 

(/•, <p) über in {aa){a^-\ a;-^ = {aufa^^-^a^^ = (/", ipf. 

Demnach können wir aus den Relationen (I) die beiden neuen ge- 
winnen: 

(A 9)v — m+^-2 (y ^) • (^' 9>)' = (« «) ö^"' % «r' 

In ihnen sind die Ausdrücke rechts die Glieder der Polare (/*, g))y 
und die Relationen (I) und (II) sind somit nichts anderes, als die in 
Nr. 25 gegebene Darstellung eines Gliedes durch seine Polare und die 
Polaren von niedrigeren Formen. 

52. Die Functioncddeterminante von (f, q>) und f oder <p. Eine be- 
sondere Rolle spielen bei späteren Untersuchungen die Functional- 
determinanten von Functionaldeterminanten, also die erste Ueber- 
schiebung von (/*, 9) über eine dritte Form ^, welche wir symbolisch 
bezeichnen mit 

((/•, 9»), t) = U. 

Diese Formen haben nämlich die Eigenschaft, dass sie sich immer 
durch ein Aggregat niedrigerer Formen darstellen lassen. Nehmen wir 
zunächst an, ^ sei eine der beiden Formen f oder 9 selbst. Die erste 
üeberschiebung U ^=^ ({f, 9), f) entsteht nämlich, wenn wir in der 
Polare (/*, Kp)y die Variabein y^ durch h^y und y^ durch — 6^ ersetzen 
(vergl. Nr. 35) und mit 6^""^ multipliciren. Aus der zweiten der Re- 
lationen (n) erhalten wir demnach: 

((/•, 9\f)= (««) («6) «r * ^-' «r' - ^+~l2 (A fY ' h • 6r ' • 

Hierin ist das zweite Glied rechts bereits das Product von zwei 
einfacheren Formen '(/*, (pY und b^ «= f. Das erste Glied G^ lässt sich 
mit Hilfe des Identitätssatzes in ein ähnliches Product verwandeln. 
Vertauscht man nämlich in ihm die gleichwerthigen Symbole a und b, 
so wird aus dem Gliede 

G,^' (aa)(a6)a--8?^-ia«-i 

wiederum (tj = — (6 a) {a b) b^^ a^^ a*~^ . 

Durch Addition erhält man: 

2 G, = (a 6) «r * K-' «r ' { («,«) K - (& «) «X } . 

oder, weil gemäss dem Identitätssatze die Differenz in der Klammer 
gleich {ab)ax ist, 

G, = i- (a6)* «r* &^-' «:; = I (/•»/■)*• y- 
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Die FuüctioDaldeterniinante ((/'^ 9), f) ist somit dargestellt durch: 

((/", 9), f)-\(f^ff-9- ^\~\^ -if, 9f-f- (I) 

Dabei ist natürlich vorausgesetzt, dass beide Formen f und 9 von 
höherem als dem ersten Grade in x sind. 

Vertauschen wir in der Relation (I) f mit tp^ so erhalten wir auch 
die andere erste Ueberschiebung ((9), /), 9) = — ({f^ y)^ ^) darge- 
stellt durch die Gleichung: 

((^ <P), 9) = - Y (?'' "P)* •/■ + ^+~ia (/■» <P)* • 9» . (11) 

53, Die Functionaldeterminante von {fy q>) und t. Ist nun iij = r^ 

eine von f und 9> verschiedene Form (sie kann auch selbst wieder 

eine Functionaldeterminante sein), so können wir die erste Ueber- 
schiebung 

auf folgende Weise durch Formen niederem Grades ausdrucken. Wir 
ersetzen zunächst wieder iu der zweiten der beiden Relationen (II) 
Nr. 51 y durch r, d. h. y^ durch rg, y^ durch — r^ und erhalten nach 
Multiplication mit r^^ 

((/■, 9), V') = (a«)(a»-)a™-«a--*rP-^-,;^^=^(/-, 9)«.^. (1) 
Zur Umformung des ersten Gliedes benutzen wir den Prodactsatz 

(aa) (ar) a,r^ == yf (aa)*»^ + («»"»S — («»")* «|) • 
Substituiren wir diesen Werth von (aa) (ar) a, r« in (1), so kommt: 

- ,^^ (/■' «P)* • V- 

= |(/; 9)*-V' + l-if, ^7-9-^(9, ty-f- ,4f^ (/; 9y-t, 

oder endlich: 

((/•, 9), ^) = 2(^^j (f,9?-i> + y{(/-, *y -y - (9, ^)*-/-)- (III) 

Wir sind somit berechtigt^ den Satz aufzustellen: 

,^Die Functionaldeterminante einer Form ^ mit einer andern 
Functionaldeterminante ist, wenn alle Formen vom höheren 
als vom ersten Grade in x sind, immer durch Plroducte 
niedrigerer Formen ausdrückbar.'' 
Aus der Relation (III) gehen selbstverständlich die beiden früheren 

Relationen (I) oder (II) hervor, wenn wir i> durch f oder fp ersetzen. 
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54. Die snveite üeberschiebung einer Form f über sich selbst. Als 

zweites Beispiel einer einfachen Üeberschiebung wollen wir noch die 

Covariante (aby a^"** 6^"* betrachten. Diese Form wurde zuerst 

von Hesse als eine Covariante einer Form f = a"* ^=> b"* entdeckt 

(Crelle Journal Bd. 28) und führt nach ihm den Namen Hesse'sche 

Determinante oder Hesse'sche Form. Sie ist dargestellt symbolisch 

durch 

{f, ff = (flV)-' ar-n-r' = H , 

unsymbolisch durch: 



H = 



in'' (m — 1)' 



d*f 



dx^ dXf 



dxi dx^ ' dx^* 
Man kann sie auch auffassen als Functionaldeterminante der beiden 

ersten Differentialquotienten ^4- und ö--- • Wir haben diese Covariante 

^ oxi dXi 

bereits in mehreren Beispielen kennen gelernt. So ist die Discrimi- 
nante der quadratischen Form f^^al^^bl nichts anderes als die 
Hesse'sche Form 

ebenso war die in Nr. 37 berechnete Covariante zweiten Grades einer 
cubischen Form die Hesse'sche Covariante 

H = (aby a, 6, = 2 { (aoOg — a^^) x^ + («o o» — a^ a,) a?! a?2 H } . 

55. Lehrsatis von Hesse. Von dieser Covariante hatte Hesse den 
allgemeinen Satz aufgestellt und bewiesen: 
Ist die Determinante 



v 



H = 



av 

dx,*> 

av 



av 



av 



av 



dxi dx^ ' 

av 



cxi a^g 
av 



dx^ dx 



dx^dx^' a^,*' dx^dx^ 



av 



av 



av 



ox^dx^' dx^dx^^ dx\ 

der zweiten Differentialquotienten einer Function fmii n Yaria- 
beln identisch Null^ so reducirt sich die Dimension der Form 
f um einen Grad.** 
Im Jahre 1876 zeigten nun Gordan und Nother, dass der Satz in 
dieser Allgemeinheit unrichtig ist. 

Durch das Verschwinden der Hesse'schen Form reduciren sich 
zwar binäre Formen auf reine Potenzen eines linearen Ausdruckes, 
Formen mit drei Variabein, also ternäre auf binäre, quatemäre auf 
temäre; dagegen giebt es bereits quinäre Formen, deren H zwar 
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identisch verschwindet; die sich aber keineswegs auf quaternäre redu- 
ciren lassen. 

Wir geben hier den Beweis des von Hesse anfgestellten Satzes 
für binäre Formeb; indem wir ihn folgendermassen formuliren. 

„Ist die Co Variante (a6)*a^~*6|^* der Form f{x^x^ ideD tisch 

null, so ist fipo^x^ eine reine Potenz: {a^Xy^ + «2^2)" " 

Zum Beweise bringen wir zunächst die Voraussetzung 

H = {aby a^-^ h^^-^ = (1) 

durch eine andere Relation zum Ausdruck. Wir multipliciren 
Gleichung (1) mit ^^J^, und können dann schreiben: 

^' (ahy a«-« }f^-^ = 1 (ah —haY a^-^ b^-^ 
= \^(an* — 2ah b a + hla*) a"r^lilT-\ 

2^«« X y X y ^ x y' x x ' 

oder, weil a'" • l^ b"""^ = b"' g? «"'"^ = f ^f'-,^ 

f X y x X y X i ly 7 

^^H^f.f^-fy^^-O. (2) 

Zu dieser Voraussetzung (2) tritt noch eine zweite, dass nämlich jede 
Form fix) mindestens einen linearen Factor ax besitzt (vgl. Funda- 
mentalsatz der Algebra Bd. I § 12), oder^ um ganz allgemein zu sein, 
dass f von der Form ist: 

^=«^.^a = «j.^^*) (e^g^rn). (3) 

Hier ist a, wirklicher vielfacher Factor von /*, q sein Exponent und 
^ das Product aller anderen Factoren. unter diesen beiden Voraus- 
setzungen lautet dann die Behauptung: 

Wir bilden nun die erste und zweite Polare von /* = ag . ^ , und er- 
halten nach Nr. 22: 

m- f = p • a^^ a • ^ + ^ • «<? • tIj"-^ ^ (4) 

y X y X X y 

m (w - 1 ) 4, = p (p ^ 1) af-« «; . ^ + 2 p . (y acp^ «^ r^' % 

+ '^(<y- l)aS-^r'*,- (5) 

Quadriren wir also den Ausdruck (4) der ersten Polare und subtra- 



*) Man darf annehmen 9 > 1. Für ^ = 1 wird der Beweis genau ebenso 
geführt. 
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* hiren das (m — 1) fache dieses Quadrates von dem m fachen Producte 
der Form f in die Form (5), so erhalten wir: 

+ \^2mQö — 2Q6{m — 1)} a\^^a -^ .^ 

Da nun in dieser Identität die späteren Glieder rechts den Factor a^ 
in einer höheren Potenz enthalten als das erste^ so muss dessen Zahlen- 
coefficient für sich verschwinden, d. h. es .muss sein: 

mQ (9 — 1) = (m — \)q^ 

oder w = p , 

was zu beweisen war. 

§ 5. Der Aronhold'sohe Prooess. 

56. Aufgabe, Viele Fragen der Algebra und Geometrie erheischen 
die Losung folgender Aufgabe: Gegeben ist eine Form f und eine ihrer 
Invarianten (Govarianten) i; gegeben ist ferner eine Form q> von 
gleichem Grade in x wie die Form f. Dann besitzt das lineare 
System f •\- Xq> eine entsprechende simultane Invariante J) welche aus 

i entsteht^ wenn man darin die Coefficienten a,- ^n f durch die Coeffi- 

cienten a,- + Aa,- von f -\- kq> ersetzt*). Diese Invariante J lässt sich 
nach Potenzen von X anordnen, und die Coefficienten der Potenzen von 
X werden alsdann selbst wieder simultane Invarianten von f und tp 
sein. Die Aufgabe nun, die wir uns stellen, ist: womöglich eine inde- 
pendente Darstellung der Coefficienten von A^ zu geben. Es wird sich 
zeigen, dass sich, so lange f und 97 von einander unabhängig sind, 
immer ein Process angeben lässt, eng verwandt mit dem Polaren- 
process, vermöge welchem jeder dieser Coefficienten unmittelbar aus 
der Invariante i hergestellt werden kann; im anderen Falle erhält 
man für dieselben Becursionsformeln. 

Um die Begriffe zu fixiren, nehmen wir an, es sei: 

/* = a" s= 5** "» • • • etc. 
^ SS a*^ ■» /3]| «s • • • etc. 



*) Ist 9 eine Forai höheren als n^^ GradcB, so bildet man die ^eignete 
Polare und kann sich dann die gleiche Frage für die Form f '\- Iffy^ vorlegen. 
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und die Invariante v Grades in den OoefGcienten von f 

»"^(«o> ^19 ^; ••• ^)- 
Dann ist: 

f+ lq> = (a, + Aä,)rcj + (;*)(ä, + ^ä;)x^^x, + . . . 

und demnach 

J = t(ßo + ^«o; öti + A«!, ... an + Aa„). 

Denken wir uns diese Invariante J nach steigenden Potenzen von 
X geordnet, und die Coefficienten der ersten bis v^^ Potenz der Reihe 
nach mit di^ dH , . . d^i, so stellt sich J in der Form dar 

J= lOi ^ x'di + X^dH + X^äH H AM"*. (I) 

Dass der Coefficient von X^ die Invariante i ist, geht daraus hervor, 
dass für A »» die Form f-^Xg) in f, also J in i übergehen muss. 

• 

57. Definition des Ar onhöld' sehen Processes. Erster Fall: q> ist 
von f unabhängig. Um die Werthe der Grössen d^i zu ermitteln, 
bedienen v^ir uns einen Augenblick einer neuen Art der symbolischen 
Darstellung für die Invariante i. Da nämlich i als Invariante eine 
homogene Function v*^ Grades in den Coefficienten Uk ist, so kann 
man sie symbolisch darstellen durch 

Hiebei sind die Coefficienten pi nur als Symbole numerischer 
Grossen zu denken, d. h. der Zahlenco«fficient — Null nicht ausge- 
schlossen — irgend des Gliedes o^^ o^* . . . oj*^ der Invariante ist reprä- 
sentirt durch 

li,l!!y,X 'K' • • •<% ^^ ^0 + ft + • • • »*r - ^• 

Im allgemeinen, wenn i Covariante, können diese Grössen pi noch 
Functionen von x sein. 

Da nun J aus i dadurch entstanden ist, dass an Stelle von o,- die 

Grösse o»- -|- Ao,- trat, so ist das analoge Symbol für J 

J^ (ÄoPo + «lA H h ^«OJPO + ^«lA H )" = (P« + ^PaY- 

Diesen Ausdruck kann man aber nach dem binomischen Lehrsatz ent- 
wickehi, wodurch man erhält: 

j=p:+ (Dpri'aA + (ijPT*pi^' + • • • -i-i»:. (n) 

Vergleicht ^an diese Entwicklung mit der Entwicklung (I) Nr. 56, 
so erhält man allgemein: 
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Der Ausdruck rechts ist aber bis auf einen numerischen Coefficienten 
nichts anderes als die 1^ Polare von p^ 

Daher ist 

oder 

^^^ da, da, "da, •*'«** ^ >' • 

Wir erhalten demnach die Lösung: 

,,Die Grösse d^t ist bis auf einen numerischen Coefficienten 

gleich der &**" Polare von i nach den Coefficienten o»-, wobei 

die Incremente jedesmal durch o« ersetzt werden/^ 

Nach den Eigenschaften der Polaren entsteht also d^i ebenso aus 
di wie di aus i, oder allgemein: Man erhält d*i, wenn man d^~^i nach 

jedem Coefficienten differentiirt, die Incremente durch a,- ersetzt und 
alle so erhaltenen Ausdrücke summirt. Der Process^ welcher durch 

ft . di — i di — , , di — 

dt = -=- aQ+ -=- a^-] f" ^^ ^* 

oa^ oa^ can 

ausgedrückt ist, wird somit^ immer vorausgesetzt^ dass die Coefficienten a»- 

unabhängig sind von den Co^cienten a,*, ein Iterationsprocess. Wir 
nennen ihn den Aronhol duschen Process und bezeichnen die Aus- 
führung desselben an einer In- oder Covariante mit dem Worte ,,del- 
tairen^^ Die Formen f und g> sind hiebei als lineare Functionen der 
Variabein a< , 6,- aufgefasst, während die Potenzen af^ , aJ"^* , , . .af^ 
als Constante betrachtet werden. Beide Formen haben in diesem 
Sinne die nämlichen Coefficienten , aber verschiedene Variable und i 
ist dann Covariante i/*®^ Grades der Form f, 

58. Beispiel. 1) Die quadratische Form 
besitzt die Invariante 

t = «0 02 — «!* = (/; /i*. 

Ist nun 9? eine zweite quadratische Form 

9^ = «0 ^1* + 2«! a?! fl?2 + «2 ^^y 
so ist die der Form i entsprechende Invariante von /•-]- ^9 

J == («0 + ^«o) K + ^«s) — («1 + ^«i)* 

= K ^2 — O + ^K «2 - 2«! «i + «2 «o) + ^* («0 «2 — ä,«) . 
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Das gleiche Resultat erhalten wir, wenn wir die erste und zweite 
Polare von i bilden und die Werte von 

2paPa = Si 
in die Entwicklung 
eintragen. Denn es ist: 



2«! «1 + «2 tto) 



-i(f, VY (vergl. Nr. 36, (1)) • 
und ebenso (vgl. Nr. 14, 8) 

^- ^ ^ (S "*• + Ä "' + 1 "•)*^ ^""^ ~ "''^ "^ ^''' ''^'" 

Also ist 

59. Beispiel 2. Die biquadratische Form /"«»a^ besitzt eine In- 
variante dritten Grades in den Coefficienten, welche entsteht, wenn 
man die Hesse'sche Form (/) /^* = (a^)* «' 6J viermal über f^=c^ 
selbst schiebt, nämlich die Invariante 

j = {aiy {acf {her = ((/", ff, /)* . 

Ersetzt man hier die symbolischen Coefficienten durch die unsymbo- 
lischen, so findet man (vgl. auch Nr. 155 d. Bd.), vom Fadtor 6 abge- 
sehen, 



J = 



oder 



% 


äi 


o» 


ö, 


<h 


«s 


«« 


«8 


«4 



j = a^a^ 04 -f 2ai o^aj — a^^ — a^ a^ — 01^04 

Die entsprechende Invariante J von /*+ Ag), wobei 9) = a^, wird 
und die Coefficienten tfj, *V, d'j sind bezw. gleich den Polaren: 

Bezeichnen wir der Kürze halber obige Determinante durch 

ihr Diagonalglied {a^ a^ a^ , so werden entsprechend diese drei Po- 
laren durch 
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dargestellt sein. Demnach wird . 

J={fJyf?y 0*+^ {K«2 «4) + K «2Ö4) + K «2ä4)} 

+ ^M(«o «2Ö4) + («0 «2 «4) + K «2 «4)} +^M(9>,9>)SSP)*- 

Hierin sind auch die beiden mittleren Coefficienten Invarianten^ deren 
symbolische Darstellung wir sofort kennen lernen werden. 

60. Bar Stellung des AronhoW seilen Ptocesses di in seiner Wirkung 
auf ein syrnbolisches Froduct Schon das letzte Beispiel führte uns zur 
Frage: Wie äussert sich der Aronhold'sche Process an einem sym- 
bolischen Product? Die Antwort hierauf will ich zunächst an dem 
gleichen Beispiel erläutern. Die gegebene Invariante 

j=(a6)«(6c)*(ac)*=6{aoa8 a^ + 2a^ a^a^ — a^* —a^a^^^ a^* aj} (1) 

ist vom dntten Grade in den Coefficienten. Denken wir uns dement- 
sprechend die biquadratische Form f ==^t^ einen Moment auf drei Arten 
unsymbolisch dargestellt: 

/* = ao V + 4a, x{^x^ -j a^x^^ 

/* = 60 ^i + 46i x{^x^ H 64 V 

f =^ Cq a?!* + 4Ci Xj^ x^ + • • • C4 ajj* 

so können wir aus dem symbolischen Producta «= {^t^Y (6c)* (ac)* noch 

zu einer andern unsymbolischen Darstellung j von j gelangen, als der 
in (1) gegebenen, wenn wir die Symbolreihe 

und ebenso: fc^* , bj^ b^ , fe,* 6,* . . . durch b^b^^b^. , . 

Ci • Ci Ca • Ci Ca ... Qurcn CqC« Co. • . 

ersetzen. Der so erhaltene Ausdruck j ist aber nun linear in den 
Grössen a,-, bi, Ci und geht für o,- = 6,- — C; = r» in den unter (1) ge- 
gebenen über. Der partielle Differentialquotient von j nach r^ ist in 

• 

Folge dessen durch 

^^K^M-+^l (2) 

dr^ da^ db^ dc^ 



ri= ai= bi = Ci, 
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dargestellt y und der Aronhold'sche Process erhält den analytischen 
Ausdruck 

» 

* * * 

Durch die erste der drei Operationen rechts wird aber in den in 

a,- linearen Ausdruck j^ an Stelle des Ooefficienten o»- der Goefficient 

Oi oder also inj an Stelle des Symboles a^^ci^ das Symbol a^a^ 
eingeführt. Wenn man daher zum symbolischen Product zurückkehrt^ 
so erhält man an Stelle von {aVf {bcf {acf einfach {aVf Q)cf {acf . 
Ebenso liefert die zweite und dritte Operation rechts in (3) 

{aaf {acy {acf , {ahf Q)af {aaf . 

Weil aber alle drei Resultate identisch gleich sind^ so hat man: 
8} = 3 {ahf (jba)* (a«)« = ((a6)»«*^„ <^* = 3 ((/", /)*, 9,))* . 

61. In derselben Weise findet man: 

8'j = 3 (aaf {aß)' (aß)* = (iq>, q>)', f)* 

Denn in Gleichung (3) sind die drei Glieder rechts linear in den 
Grossen a,-, bi, c,-; resp. Oi, ai, Ci\ a«^ a^, &,-. Setzen wir nun der 
Einfachheit halber 

und unterwerfen die Grossen Tca^ kf,, h wiederum dem Aronhold'schen 
Process, so erhalten wir entsprechend der Gleichung (3) 

* * 



Q Ä X 



Oordan, luvarianten. II. 
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Ersetzen wir in diesen drei Gleichungen ha durch ^ -^ a,- etc. und 
addiren, so kommt: 



a, 6, c 



^ aa. a6, • ''^ ' ^ aa. dc^ '^ ^ db^ dc^ 



Die drei Summen rechts sind linear in cciß^cx, resp. afßxbx, cciß^ax 
und führen demnach wie vorhin eindeutig zurück auf die symbolischen 
Producte (aßY {acY {ßcf, resp. (ccßY (abf (ßbf , (a/J)« («a)« (j86)«, 
welche alle drei die nämliche Bedeutung haben. Demnach ist 

^dK'=^6{accy(aßy{aßy. 
Es ist aber 



und also gemäss der Definition des Aronhold'schen Processes 

^^ = T 2^*' = 3 {aaf (aßy (a/J)« - ((«/J)»«|^, a*)*. 
Ebenso findet man: 

^^ -1^,2 ä^fc "' ^* ^^ = ^"^)' ^"^)'' ^^^)* *=- ^^"^)* «« '**' ^> • 

Die im letzten Beispiele zu berechnende Invariante hat also die Form 

j = ((/; f-y, n* + 3a nf, n\ q>y + 3x» (c^, q>y, n* + ((,,, ,,)«. g>y. 

m 

Genau in derselben Weise, wie wir hier an dem einzelnen Beispiele 
die Wirkung des Aronhold'schen Processes auf ein symbolisches Pro- 
duct studirt haben^ so können wir im allgemeinen Falle vorgehen. 
Wir finden alsdann: 

*^ * " TT S a- ;^i: a::* ^=~ • «i Ä y» • • • f*^ , 

** ^^J öOi ö6, ^Cg • • • dm 

wobei sich die Summe über alle Variationen von n Elementen zur 
Q*^ Klasse ohne Wiederholung erstreckt In Worten ausgedrückt 
lautet diese Formel: 

^^in symbolisches Product wird pmal deltairt, wenn man je 
Q Symbole a, b, c , . . durch p Symbole a, ß, y , . . so offcmal 
ersetzt; als sich n Elemente zur q^^ Klasse combiniren lassen 
und alsdann die Summe aller so erhaltenen Producte bildet.'^ 
62. Zweiter Fall: Die beiden Farmen f und tp sind nicht von ein- 
ander unabhängig. Wir haben bisher angenommen, dass f und (p in 
keinerlei Weise durch ihre Coefficienten mit einander in Beziehung 
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stehen. Sobald nun zwischen den beiden Formen f und (p ein Ab- 
hängigkeitsverhältniss etwa der Art existirt, dass die Coefficienten w)n 
tp Functionen der Coefficienten von f sind, so ist der Aronhold'sche 
Process kein Iterationsprocess mehr, d. h. S^i wird nicht in derselben 
Weise aus 8% erhalten, wie 8i aus i. Denn wenden wir in diesem 
Falle auf 8% den Aronhold'schen Process an, so erhalten wir: 









da. l(7a„ da* da. 



oder 



asM 

»=>«! 



^ ^ -j^^aa^aa^ ^^j^ da, ^ da. 







Nun ist aber nach Gleichung (II) Nr. 57 das erste Glied rechts 
identisch mit 2\8^iy und anderntheils ist nach der Definition des 
Aronhold'schen Processes: 

* 

Demnach erhält man: 

2\8H «= d((JO — V 4t da,. 

* 

In derselben Weise findet man weiter: 
3! 8H = 8(2\8^i) - 2 V -J^ ä,*a, 

4iu aa. ao; 

4! d*i = *(3! d^ A - 3 V -^-^-^ ajtaiSao 
^ ^ ^ da.da,da^ ^ 

k t Q 



k\ dH ^ S i(k- 1)1 d>^H)- (Je -1)'2j- ^- ^* o- '^A • • • '^«'t-i • 

** '» •*— 1 

Dies ist die Becursionsformel für die Coefficienten 8^i in der 

Entwicklung 

J= i 4- Adi + A*d^' + . . . A"*"», 

5* 
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sobald die beiden Formen f und 97 zu einander in covariantem Yer* 
häliinisse stehen. Ich werde im nächsten Paragraphen Nr. 72 noch in 
ausfährlicher Weise auf diese Recursionsformel zurückkommen. Hier 
will ich nur noch ein Beispiel zur Erläuterung anfügen, um auch für 
diesen Fall die Wirkung des Aronhold'schen Processes an einem sym- 
bolischen Product zu zeigen. 

63. Beispiel. Wir hatten in Nr. 37 jene drei Covarianten einer 
cubischen Form f=al kennen gelernt, durch welche sich in Ver- 
bindung mit f alle übrigen rational und ganz darstellen lassen. Sie 
waren (vergl. auch Nr. 9 und 39): 

^ = (/■, fy = (abya^h 

Q = (/•, (/•, m = ic^)<^.^. = (abncbx% 

B = {J, Jf = (aft)»(cd)*(oc)(&d). 

Die OoTariante Q ist wie f vom dritten Grade in den Yariabeln, 
und man kann sich demnach wieder die Aufgabe stellen, irgend eine 
dieser drei Covarianten fQr die Form 

ZU berechnen, etwa gerade die Form Q^+iiQ selbst. Sie wird dann 
dargestellt sein durch 

Q,^x<i^Q^-^8q + iH^q-\-xH^q. (i) 

Die Coefficienten d^, d^ö? ^^Q lassen sich durch die eben auf- 
gestellten Recursionsformeln berechnen. Zu dem Zwecke ist es nothig, 
zunächst die Werthe von 

zu ermitteln« Man erhält nach Nr. 60 und 61 

sf=y-i^Qi-Q (1) 

SJ^S{{aiy aj>, } = 2(a Q^a^Q, =■ {f, QY = V (2) 

= (/■,(/•,«)*) + (/"r^),^, (3) 

oder weil die Functionaldeterminante 

[vergl. Nr. 52 (ü)], so wird endlich wegen (^, jjy = JB, 

Femer ist: 

SR^S{J,J)* = 2(J, wy - 2(^, (/■, 0») . (4) 
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Nun ist aber, wie wir in der Theorie der cubisehen Formen 
sehen werden [vergl. Nr. 145 (I) und Nr. 146 (11)], oder wie man 
sich auch unschwer direet unsymbolisch berechnet: 

(/•, e)* = und if,jy^O. (5) 

Daher liefert der Aronhold'sche Process: 






(11) 



64. Die Coefficienten d^Q und d^Q in (I) erhält man nun durch 
die folgenden Betrachtungen. Es ist nach Nr. 62: 

Da aber d ^ = — -^ B .f, und demnach tfO^ = — — B-ak sein 
muss, so geht die letzte Gleichung über in: 

Nach den Gleichungen (II) ist df=^ Q, dB = 0, und nach dem 
Euler'schen Satze ist, weil Q vom dritten Grade in den Coefficienten aki 

Daher wird: 

*«(2 = -|iJ.e + |iJ.e=^iJ.^: (m) 

Tragen wir endlich diese Werthe von 2\S^Q und 8Qk in die 
Gleichung 

ein^ so kommt: 

Z\d^Q = 8(B.Q) + Byi^^Q^-~ai 

Weil aber -^ vom zweiten Grade in den Coefficienten und daher 
nach dem Euler'schen Satze: 
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so wird 

*» «2 = _ i. i?/-. 

Die cubische Covariante der Form /"+ Aö hat demDach die Form: 

<?/+-.« = e - f /"A + 1 <2 A« - ^' n\ (IV) 

oder 

§/+,« = (i + f. A«)(«-frA). (V) 

§ 6. Die Combinanten. 

65. Definition der Combinante. Der zuletzt betrachtete Aron- 
hold'sche Process ist auch noch dadurch von Bedeutung geworden, 
dass durch ihn eine Reihe simultaner Covarianten i eines Systems 
von Formen f, tp, ^ ... gleichen Grades in x gekennzeichnet werden 
kann, welche bei vielen Untersuchungen, insbesondere der Geometrie, 
eine hervorragende Rolle spielen. Es sind das die unter dem Namen 
Combinanten bekannten Formen, welche wir folgender Weise de- 
finiren können: 

„Sind /*, 9), ^ . . . irgend welche Formen n*®" Grades, so ist 
eine simultane Covariante i derselben Combinante, sobald sie 
bei Anwendung des Aronhold'schen Processes identisch ver- 
schwindet/' 

Die Combinanten genügen also, wenn wir der Einfachheit halber 
nur ein System von zwei Formen /*■=«" und g) =m a^ voraussetzen, 
der Differentialgleichung 

di «= -± «^ + ^_* «1 H [- -± a„ — 0. (I) 



n 



66. Eigenschaft der Cambincmte, wenn das gegebene System /*, 9, ^ . . . 
atis unabhängigen Formen besteht. Sind nun die gegebenen Formen f 
und 97 von einander völlig unabhängig, so ergiebt sich aus dieser 
Definition sofort eine wichtige Eigenschaft fQr die Combinanten. Sie 
kann in dem Satze ausgesprochen werden: 

„Die Combinante i von f und 9 ändert sich nicht, wenn man f 
durch /*+ A9) ersetzt, d. h,, wenn «7 die entsprechende Form 
von /'+ A9? und f ist, so besteht die Gleichung: 

i = J." 
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Denn in diesem Falle ist J eine Function der Grössen a^ a^ k 
und zwar in der Verbindung a^4~ Aa«. Wendet man also auf J den 
Aronhold'schen Process an, indem man J' nach aic-\'kak differentiirt 
und die Incremente durch ajb ersetzt, so muss nach Definition J der 
Differentialgleichung genügen : 

-"\ ^H — 7^ =~\ ö^i + • • • =(?«/ = 0. 



Die linke Seite dieser Gleichung ist aber nichts anderes als der 

O J 

Differential quotient von J nach A; demnach ist kt- = 0, d. h. J" von 

X unabhängig. .Entwickelt man daher wie im vorigen Paragraphen 
J nach Potenzen von A 

J= i + A*i + }}ü^i H f- A^tf^i, (II) 

so müssen die Coefficienten der Potenzen von A einzeln verschwinden, 
was man auch bei der Unabhängigkeit von f und tp direct aus di = 
hätte folgern können. Gleichung (II) reducirt sich also auf J^^i^ 
wie behauptet war. 

67. Beispiele. Solche Combinanten sind alle ungeraden lieber- 
Schiebungen zweier Formen 

also die Govarianten 
jc = (aa) a«-i a»-i , (a af a«-» a!-» , • • • (aaf "^^ a»-<« "+1^ «"-<» H-D . 

Denn durch Process d^ erhält man: 

ÖTC^d [(0«)«"+! a«-(8v+l) an-(»H-l)J 

= (/?«)**+* /5«-<«^+i) a»i-<2»4-i) . 

Dieses symbolische Product verschwindet aber identisch, da es 
durch Vertauschung der gleichwerthigen Symbole a und ß nur sein 
Zeichen ändert. Aus denselben Gründen folgt, dass die geraden Ueber- 
Schiebungen (/*, 9)^^ keine Combinanten sein können. 

Die Gesammtheit aller Combinanten zweier Formen /*=a** und 
g) zssz a^ ergiebt sich wie Gordan im Bd. V der Math. Annalen ge- 
zeigt hat, aus der einen Form 



P = nx)<p(i,)-q>(x)f(j,)^ 



X' X 



Er nannte sie „Fundamentalcombinante'^ von /* und 9. Dass sie 
in der Tbat eine Combinante ist, erkennen wir unmittelbar, wenn wir 
P in der Gestalt schreiben: 
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eine Darstellung^ wie wir sie in Bd. 1 Nr. 151 gegeben haben. Denn 
der Aronhold'sche Process verwandelt die Determinanten (o^ «*) in die 
verschwindenden Determinanten (oi ak). Wir werden im nächsten 
Paragraphen sehen, wie sich diese Form P nach Potenzen von (xy) 
entwickeln lässt, deren Coefficienten gerade die oben erwähnten un- 
geraden üeberschiebungen (/*, 9)^H-i sind. 

In gleicher Weise hat Gordan a. a. 0. gezeigt, dass die Funda- 
mentalcombinante von p Formen fi, fi, » - - fp dargestellt ist durch: 

P = 







■■fp(if) 


1 1 v/ y 


/ X V*^/ ? • • 


. • 



/iW, fp(u) 

Sind z. B. /*= a*, 9 = 6^, ^ "^ ^ ^®^ quadratische Formen, so 
ist ihre Fundamentalcombinante 
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= (a6) {ac) (bc) • (a;y) (a;y) (y^). 

Abgesehen von den identischen Covarianten {xy), {xz), {yz) be- 
sitzen demnach drei quadratische Formen nur eine Combinante, die 
schon früher berechnete Form (vergl. Nr. 7) 

jR = (a6)(ac)(6c). 
So ist a. a. 0. auch gezeigt, dass für drei Formen dritten Grades 
f'^^lf V^^ff V'™^ clie Fundamentalcombinante P sich auf die 
eine Form 

Q = (ab) (ac) (bc) a^ 6« Ca, 

reducirt. Alle Covarianten von Q sind dann selbstverständlich Com- 
binanten von /, q> und ip. 

68. Ueber eine formale Eigenschaft aUer Coftibinanten. Aus der 
Bedingung di => 0, welcher eine simultane Co Variante genügen muss, 
damit sie Combinante ist, kann man schliessen, dass diese Combinanten 
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auch unsym bolisch vor den übrigen Covarianten sich auszeichnen. 
Denn dieser Bedingung genügen beispielsweise sicher alle jene Co- 
varianten zweier Formen /* **= «!J , 9 "^ ^l? welche die Coefficienteu 
o,-, tti derselben nur in den zweigliedrigen Determinanten (a»- at) ent- 
halten; dieselben sind demnach stets Combinanten. Also ist auch die 
Resultante Rf^q, dieser beiden Formen Combinante, da sie sich in 
der BezouVschen Determinantenform gerade als Function dieser Grössen 
(a,- ttk) darstellt. In der That haben wir auch im ersten Bande für 
sie die aus di »= resultirende Eigenschaft «7«»« bewiesen, indem 
wir dort (vergl. § 11 Nr. 146) zeigten, dass R/^tp^^ Rf^xip.q, ist 

In derselben Weise schliessen wir, dass die simultanen Covarian- 
ten von p Formen fi, f^f " ' fp, welche die Coefficienteu derselben 
nur in den jj-gliedrigen Determinanten (dl^ ajf^ aif ^ ' * * a)i^) enthalten, 
Combinanten sein müssen. Denn der Aronhold'sche Process bewirkt, 
dass jede dieser Determinanten zwei gleiche Zeilen oder Colonnen 
erhält; in Folge dessen verschwinden sie sämmtlich und mit ihnen die 
betreffende In- oder Covariante. 

Verbinden wir nun aber mit diesen Schlüssen den Gordan'schen 
Satz, dass aus der Fundamen talcombinante 

Überhaupt alle Combinanten von p Formen fi abgeleitet werden können, 
einen Satz, in Bezug auf dessen Beweis ich auf die mehrmals schon 
citirte Abhandlung in Bd. V der Math. Ann. verweisen muss, so er- 
giebt sich hieraus: 

„Jede Combinaute von p binären Formen /i gleichen Grades 
in X ist eine solche Function der wirklichen Coefficienteu 
von fi , welche dieselben nur in den Determinantenverbindungen 

(ät' a^^ äif> • • • ä^J) enthält." 

69. Covarianten mit Combinanteneigenschaß binärer von einander 
abhängiger Formen. Sind nun die gegebenen Formen nicht, wie wir 
bisher annahmen, von einander unabhängig, sondern beispielsweise zu 
einander covariant, so sind zwar immer noch jene Co- und Invarianten 
i, welche der Gleichung Si = genügen, Combinanten der gegebenen 
Formen; aber dieselben haben alsdann nicht mehr die Eigenschaft 
JtBai. Wir können alsdann zur Zeit ihre Eigenschaften überhaupt 
nicht allgemein discutiren. 

Nur ein specieller Fall ist bisher im binären wie im temären 
Gebiete untersucht. Das sind die Combinanten einer Form f und 
ihrer Covariante gleichen Grades 9, für den Fall, dass, wenn M eine 
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Invariante von /, zwischen den beiden Formen die Wechselbeziehung 
stattfindet: 

leb habe bereits bei Gelegenheit der Darstelluug des Aronhold- 
schen Processes ein diesbezügliches Beispiel gegeben. Die Form 
f=^al hat eine Covariaute gleichen Grades Q = {aby{cb)ax(^ und 
wir sahen damals, dass 

df ^Q 

wobei B die Invariante {^, jy der Form f ist Ebenso werden wir 
später bei den Formen vierten Grades in der Form f^^^a^ und ihrer 
Hesse'schen Govariante H ^'^ (ahf a^ h^ zwei covariante Formen er- 
halten, welche in derselben Wechselbeziehung stehen, nämlich 

wobei i die Invariante (a6)* von f bedeutet. 

Besitzt nun in einem solchen Falle f eine Invariante oder Co- 
variante i, so beschaffen, dass Si =» 0, so haben wir, wenn auch nicht 
direct die gleichen, so doch analoge Bedingungen vor uns, wie wir 
sie ursprünglich zur Definition der Combinante voraussetzten. Wir 
stellen uns demnach auch die analoge Frage: In welcher Beziehung 
steht die entsprechende Invariante J von f-^l(p zur ursprünglichen 
i von /*? 

In dem ersten der eben angeführten Beispiele haben wir bereits 
die Hesse'sche Form ^ von f'==^(^l als eine solche Form erkannt, 
für welche dz/ = (vergl. Nr. 63, II). Es ist nun aber nicht mehr 
wie bei den eigentlichen Combinanten ^/^x<p =» ^] vielmehr erhalten 
wir: z//+iy = J + kö^ + A^d^z/, 

oder weil d^ = 0, und demnach (vergl. Nr. 62) 
so kommt: 

z//+,, = (i + |a»).^. (II) 

Was sich aber hier in dem speciellen Beispiel ergeben hat, lässt 
sich auch allgemein beweisen, sobald die oben gegebenen Bedingungen 
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(I) erfüllt sind, nämlich die Gleichuug: 

wobei u eine Function des Parameters k und jener Invarianten ist; 
die sich aus M durch fortgesetztes Deltairen ergeben. 

70. Beweis der Belation J/^x<p =« w • i. Wir können diese aus 
den Bedingungen (I) in Nr. 69 resultirende Eigenschaft auf zwei 
Arten beweisen. Ich will sie zunächst direct durch Rechnung ab- 
leiten. Es ist, wie wir schon in Nr. 56 (I) erwähnt haben: 

J^^iy = i + A*i + X^dU H h X^S^i, (I) 

wobei für die Goefficienten nach Nr. 62 die Becursionsformel gilt: 

*•' ^ ^ k\ ^ ^a, da, . . . da, ' ' *-^ 

Da aber nach Voraussetzung S(p =^ M* f und demnach 

so wird: 

di 



A*,- 1 A/A^-1V^ (fe-1) ^^- - - \^%^%'- ^^ij^J - 



da. 
•*— 1 



* '''• '*-' da. da. "-da. *^ ' 



^ cy(d*-^:) (^-fe+g)(fe- t)J^- (fe~2)? ^*^2i^ 



oder endlich] 

di^ = -i d(<y^ii) — '^"* + ^ Jf . d^H. (II) • 

Legen wir hier der Grösse k der Reihe* nach alle Werthe 1, 2, 3 . . . etc. 
bei; so erhalten wir: 

di =0 



2 - \- V 2 2 



d»t = 1 d(<J»t) -'-^MSi 1 i-äM 



dH =- i- *((J80 - '-=^ MSH .r-i.d*M+ ^^^^ Jlf* . » , etc. 

Man erkennt, dass rechts stets wieder der Factor i auftritt, gerade 
weil Si=^0. Der Coefficient jeder Potenz von l enthält sonach diesen 
Factor. 
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Die Gleichung (I) kann also in der Tbat auf die Form gebracht 
werden : «^+^y = M • i , 

wo u eine Function der Grössen X, M und jener Invarianten ist, in 
welche H durch den Arouhold'schen Process übergeht. 

71. Zweiter Beweis für diese Bdation. Die Eigenschaft J/-yLtp «=u*i 
geht auch direct aus der Differentialgleichung di ==^ durch Integra- 
tion hervor^ wenn wir dieselbe nur vorher geeignet umformen. Zu 
dem Zwecke müssen wir uns aber zunächst die Frage vorlegen: Was 
wird aus der Covariante (p von f, wenn f in /" + A9? übergeht, oder 
mit andern Worten: Was ist 9?/+;iy ? 

Die Antwort auf die Frage giebt wiederum die Identität 

9y+;iy = 9> + Xd<p + AMV H 1- X^SQfp. (I) 

Die Coefficienten d^tp gehen aus der Recursionsformel 

hervor, die ich in Nr. 70 entwickelt habe. Ersetzen wir hierin k 
durch 2, 3, . • • ^, so erhalten wir, da 

dtp^M.f, 
der Reihe nach: 

d»(p = l/-. {d'M + Sil-Q)]iP) +^^dM'(p., etc. 

Es ergiebt sich, dass jeder Coefficient ä^ip eine lineare Function 
der beiden Formen fund q> ist, was a priori einzusehen war, da durch 
den Arouhold'schen Process f in tp und tp in f verwandelt wird. Die 
obige Identität (I) lässt sich demnach in der Gestalt [vergl. Nr. 64 (IV)] 

schreiben, worin Ä und B Functionen der Grossen A, der Invariante 
M und der daraus durch Deltairen entstehenden Formen sind. Wenn 
also /* durch f-^kip ersetzt wird, so geht unter den Voraussetzungen 
df=(p, d(p '=^ M'f, die Covariante (p von f in eine Form desselben 
Büschels /+ A9? über, und die nämliche Stellung, welche eine Co- 
variante oder Invariante i von f zu den Formen f und (p einnimmt^ 

behauptet auch J in Bezug auf /*+ ^9 ^^^ 9/4-^9 "" -^/^+ -S^- 

Schreiben wir der Homogenität halber statt f^Xg> in der Folge 
X^f -}- k^ipy so besitzt diese Form die Coefficienten 

entsprechend besitzt 9>;i,/4.;i,y die Coefficienten: 

akÄ+ akB. 
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72. TJmfcTfMmg der IHfferentialgleichung dt >» 0. Ist nun i ent- 
weder direct eine rationale Oombinante Yon f und q>, oder auch nur 
schlechthin eine Govariante; rational in den Coefficienten von f von 
der Eigenschaft, dass di «= (wie in dem Beispiel Nr. 69 die Form ^)y 
so genügt auch die entsprechende Form J'yon Aj/^-j- X^q) der Differen- 
tialgleichung ä J" = 

wenn nur der Process dJ auch in der entsprechenden Form: 

ausgeführt wird. Schreibt man die rechte Seite dieser Gleichung in 
der Gestalt: 

ia(Xi5o + ^«o) ' ^^ K^+ir^ä) ' ^' "^ ) 
80 erkennt man die Factoren von Ä und JB als die partiellen Differen- 

o T o -r 

tialquotienten gy-? gl"* ^® Differentialgleichung ^«7=0 lässt sich 
also auch durch 

darstellen. Diese Differentialgleichung hatte bereits Aronhold als jene 
Gleichung erkannt, welcher die Combinanten zweier Formen f und 9 
genügen, wenn 9 Covariante von f. Das war der Grund, weshalb 
Gordan den Process des Deltairens als Aronhold'schen Process be- 
zeichnet. Aus ihr können wir nun direct die Combinanteneigenschaft 

herleiten. 

73. Denn ist g irgend eine particuläre Losung dieser Gleichung 

so muss gemäss der Theorie der Differentialgleichungen die allge- 
meine Losung J eine ganze Function 

dieser speciellen Losung g sein. 

Um nun eine solche Losung g zu finden, gehen wir von irgend 
einer Combinante von f und 9 aus, etwa von der Functionaldeter- 
minante «O* «> (/*^ ^^. Es ist dann 
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Die Form ^Xif-\-i,(p ist homogen in A^ und A,. Demnach auch die 
Form Ai JB — ^2^9 während (/*, q)) von diesen Parametern yöllig un- 
abhängig ist; da ^Xi/-{-x^fp als Combinante der obigen Differential- 
gleichung genügt, so genügt ihr daher auch die specielle Form 

Dem Euler'schen Satz gemäss ist hierin: 

1 dg 



^ = —92 = 
B= g,= 



9 dX^' 
1 dg 



9 dX^ 

Nun ist J stets homogen in A| und Ag; es muss daher auch in der 
Gleichung 

die rechte Seite homogen sein, d. h. F muss sich auf eine Potenz der 
particulären Lösung g reduciren. Es ist also 

J" == ^ . Const. 

Um die Constante zu bestimmen, setzen wir A^ «» 1, Ag «» 0; 
dann geht J in i über, und weil ^i^/^i^tfk ^^ ^ sich verwandelt, auch g 
in 1. Es ist demnach 

2 = 1/". Const. 
und folglich: 

was zu zeigen war. [Vergl. das Beispiel in Nr. 69 (IT).] 

§ 7. Binäre Formen mit swei und mehr Beihen oogredienter 
Variabler. (Frooess der Beihenentwicklnng.) 

74. Symbolische Darstellung dieser Farmen. Wir haben uns bisher 
im Allgemeinen beschränkt auf die Untersuchung von Formen mit 
einer einzigen Reihe Variabler Xj^ und x^. Schon die einfachen Polaren 
derselben führten uns indess auf Formen mit zwei Beihen Variabler 
^1^; Vi Vif während durch die gemischten Polaren sogar Formen 
mit mehr als zwei Beihen cogredienter Variabler in den Kreis 
unserer Betrachtungen hereingezogen wurden. Bei der Wichtigkeit, 
welche diese Formen für die ganze Invariantentheorie haben, wird es 
nunmehr nothwendig, dieselben einer eingehenden Betrachtung zu 
unterstellen und insbesondere die Haupteigenschaft derselben zu con- 
statiren, dass alle Co- und Invarianten von Formen mit mehreren 
Beihen cogredienter Variabler sich durch die Co- und Invarianten von 
Formen mit nur einer Beihe Veränderlicher darstellen lassen. Dies 
gilt auch noch, wenn die Veränderlichen x und y nicht direct cogredient 
sind, sondern beliebig zusammenhängen; es existiren eben dann lineare 
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Functionen z der y, welche cogredient zu den Variabeln x sind. Hier 

beschranken wir uns jedoch auf cogrediente Variable x und y. 

Es sei die Form F^«^ F(x] y) eine rationale ganze und homogene 

Function der beiden cogredienten Variabein x und y und zwar sei 

dieselbe in x homogen von der Dimension m, in y homogen von der 

Dimension n. Jedes Glied dieser Function hat, von einem Coefficienten 

abgesehen, die Form 

a;J»-*ir*-S^J-^yJ. (1) 

Die Zahl der Glieder ist (n+l)(m+l), da jedes der (»+1) Glieder 
einer allgemeinen Function m^^ Grades in x mit immer andern und 
andern Functionen n^° Grades in y multiplicirt sein kann. 

Um eine solche Form symbolisch darstellen zu können, braucht 
man auch zwei Reihen von Coefficienten, die eine um ein Glied hin- 
sichtlich der Factor en x, die andere um es hinsichtlich der Factoren 
y zu charakterisiren. Wir werden demnach als symbolischen Coeffi- 
cienten des Gliedes (1) den Ausdruck wählen 

r^ f\ • sj-^ sj . (2) 

Die Symbole r und s gehören unzertrennlich zusammen und der 
ganze Coefficient hat nur dann unsymbolische Bedeutung, wenn die 
Summe der Exponenten von r^ und r, gleich m, die von s^ und s^ 
gleich n ist. Die Potenz eines solchen Coefficienten werden wir durch 
ein Product von Ausdrücken (2) charakterisiren, in welchem die ein- 
zelnen zusammengehörigen Factoren durch obere Indices yon den 
übrigen unterschieden sind. So ist die dritte Potenz des Coefficienten 
(2) dargestellt durch: 

Multipliciren wir die Ausdrücke (1) und (2) mit einander, ver- 
sehen sie sodann mit dem Product der Binomialcoefficienten 



(*) ( x) (3) 



und Summiren alle Glieder, die aus diesem einen hervorgehen, indem 
man den Grössen Ic und k alle zulässigen Werthe beilegt, so entsteht^ 
die symbolische Darstellung 

einer Form F mit zwei Beihen cogredienter Variabler. In ihr kommt 
also erst der Verbindung von r und s eine reale Bedeutung zu, ob- 
wohl auch der Fall nicht ausgeschlossen zu werden braucht, dass F 
in die beiden wirklichen Factoren r"* und 5* zerfällt. 

X y 
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75. Die Elementarcovarianten von F, Unsere Aufgabe ist nun, die 
Covarianten einer solchen Function mit zwei Reihen Variabler zu 
untersuchen. Unter dieselben gehören jedenfalls wieder die symboli- 
schen Producte, welche sich zusammensetzen: 

a) aus den Factoren erster Art: 

ß) aus den Klammerfactoren: 

(rs), (r(»r), (rs(«), (ss(»)),... 

Soll das symbolische Product unsymbolische Bedeutung haben ; dann 
müssen die Symbole r^*^ in m und die Symbole s^*) in n Factoren vor- 
handen sein. 

Die einfachsten unter diesen Covarianten sind durch jene sym- 
bolischen Producte dargestellt, die nur ein einziges Symbolenpaar 
enthalten, d. h. also deren Coefficienten lineare Functionen der 
Goefficienten der Stammform sind. Dieser Fall trat bei den Formen 
mit nur einer Reihe von Yariabeln nicht auf, da ja die einfachsten 
Covarianten dort die Ueberschiebungen (a&)*a^*6^'"* waren, die be- 
reits vom Grade 2 in den Coefacienten sind. 

Eine solche Covariante von F ist dargestellt durch das Product: 

(rsyr^fjs^s'^, (4) 

wobei 

A + ^ + A = w 

ist Unter diesen Covarianten sind wieder die einfachsten jene, in 
welchen fi=l = ist, also jene, die nur eine einzige Variabeinreihe 
enthalten. Ihr Symbol ist: 

Wir nennen sie in der Folge: Elementarcovarianten der 
Form F, Jede Form F besitzt w + 1 solcher Elementarcovarianten, 
wenn n der kleinere der beiden Exponenten m und n ist, nämlich die 
n Formen: 

(r sy = (r s) 7^"^ s*~^ 
Sie gehen durch Faltung aus den beiden Factoren t^ und s" hervor. 
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76. Zusammenhang der ursprünglicJien Form mit ihren Elementar- 
covarianten. Diese letzterwähnten Formen tragen ihren Namen des- 
halb, weil ihnen die wichtigste Rolle aller Co Varianten von jFzugetheilt 
ist. Es gilt nämlich der Satz: 

„Die Form F ist eine simultane Covariante ihrer 
Elementarco Varianten/' 

Damit ist aber die Gesammtheit aller invarianten Formen von F 
auf die simultanen Formen dieser Elementarcovarianten zurückgeführt, 
und da dieselben nur eine Reihe von Variabeln enthalten, so ist die 
Theorie einer Form mit mehr Reihen cogredienter Variabler überein- 
stimmend mit der von simultanen Formen einer einzigen Reihe Variabler. 

Wir beweisen den Satz in einer allgemeineren Fassung, indem 
wir zeigen, dass jedes Product 

das aus Nr. 75 (4) für r = Ä = entsteht, eine lineare Function 
der mit Potenzen von (xy) multiplicirten Pqlaren der Elementarcova- 
rianten E ist. Die Form F = r^s"^ ist dann das erste dieser Pro- 

X y 

ducte P für A = 0. Der Grad einer jeden solchen mit (f«/)'' multipli- 
cirten Polare der Elementarcovariante E 

muss in x und y mit dem von F übereinstimmen, wenn F sich in 
der angegebenen Weise darstellen lässt, d. h. es muss sein: 

w + w — 2X — II -\- V = m 
und ferner 

ft + 1/ = w. 

Ist alsdann die Form P eine lineare Function dieser Formen 
(xyYEny so ist sie damit auch simultane Covariante derselben. 

77. BeweiSy dass F eine lineare Function der Polaren En, ist Wir 
werden den Beweis des im vorhergehenden Absätze aufgestellten funda- 
mentalen Satzes zunächst ohne rechnerische Operationen führen, indem 
wir in den einzelnen Schlüssen genau wie in der Polarentheorie vor- 
gehen. 

Wir können die Form 

P= (rsVr^— ^5»-^ 

\ / X y 

betrachten als ein Glied der (w — A)*®" Polare von der Elementar- 
covariante _ 

E = {rsY = {rsf r^~^ 5^~^. 

Nach den Sätzen der Polarentheorie lässt sich P alsdann durch 

Oordas, Invarianten. II. 6 
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die Polare der Elementarcovariante E plus einer Summe von Gliedern 
darstellen von der Form 

Diese Glieder enthalten ausser dem Factor (xy) auch noch einen 
Elammerfactor (rs) mehr als die Covariante E=(rsy, Sie können 
demnach als Glieder einer Polare von 

El = (rs)^^ fm-x-\ s^-^-i 

aufgefasst werden, und zwar einer Polare niedrigeren Grades als die 
eben betrachtete. Alle diese Glieder lassen sich wieder durch die Polare 
der Elementarcovariante E^ darstellen plus einer Summe von abermals 
einfacheren Producten, die wieder einen Factor {pby) und einen Factor 
{rs) mehr besitzen. Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden, bis 
man auf die nullte Polare der (w + 1)**^ Elementarcovariante gelangt, 
womit das gewünschte Ziel erreicht ist. Die Form P ist alsdann 
durch eine lineare Function der Polaren ihrer Elementarcovarianten 
dargestellt, die nach steigenden Potenzen von {xy) fortschreitet. 

Manche Untersuchungen lassen es wünschenswerth erscheinen, in 
dieser Reihe wiederum eine der Polaren En, durch eines ihrer Glieder 
und niedrigere Polaren zu ersetzen. Die äussere Form der Reihe 
bleibt hierbei unverändert, da sich die niedrigeren Polaren mit den 
bereits vorhandenen zusammenziehen lassen, so dass sich nur die 
numerischen Coefficienten der Reihe in anderer Weise darstellen. 

Diese Entwicklung war unabhängig von dem Werthe A; sie gilt 
also auch für A = 0, d. h. für die Form 

F = r^ s"". 

X y 

Es bleibt nur noch die Aufgabe zu erledigen, für diese einfachste 
Form mit zwei Reihen Veränderlicher die Coefficienten der einzelnen 
Glieder in independenter Weise aufzustellen. 

78. Die BeihenentwicMung von F ist eindeutig. Ehe wir jedoch 
zur Berechnung der Coefficienten schreiten, wollen wir noch zeigen, 
dass sich F nur auf eine einzige Art in eine solche Reihe entwickeln 
lässt. Gäbe es nämlich zwei Entwicklungen für F, die nicht überem- 
stimmen: 

und 

dann würde die Differenz beider eine Entwicklung för den Werth 
Null geben; 
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Nehmen wir nun an (7^^. — Cj,!. sei die erste nicht verschwindende 
Differenz in dieser Entwicklung, so können wir, nachdem wir dieselbe 
mit der niedrigsten Potenz von (xy) dividirt haben, in ihr a: = y setzen. 
Dann verschwinden eben wegen des Factors (xy) alle Glieder bis auf 
das erste. Man hätte also 

= Cf,. — C^. , oder C^^. = C/,. . 

Also können die beiden Entwicklungen nicht von einander ver- 
schieden sein. 

79. Wirhing des Sl-Processes auf ein Product y«^ zweier Formen. 
Um nun die Goefßcienten (7^ der Entwicklung zu bestimmen, müssen 
wir vorher noch eine Hilfsformel aufstellen, die uns lehrt, wie sich 
das Product q> • ^ zweier Formen mit zwei Reihen cogredienter Variabler 
unter dem Einfluss des Omegaprocesses verändert. 

Es ist: ?(?•*) = y|^+^|5 

dx^ ^ dx^ * ^ dx^ ' 

und demnach: 

?'(yi^ = ^ ^''^ 4_ ^y_ ^ 4. ^^- ^ j„ *^ _^y . /o^ 

Setzt man nun der Kürze halber 

dq> dtp ^ dq) d^ _ / ^.N ^ ^ _ ^ ^ __ /-/ Xn^ 

^2/8 äi; dy, dx^ ~ ^^' ^^* dy^ dx, dy, dx^ ~ ^^> ^^' 

so erhält man, wenn q und (i die Grade von x in ip resp. if; bedeuten, 
und V die von y in 9 resp. if, aus (1) und (2) durch Subtraction: 

((> + ft)((y+i/)fl(g)-^)=f*-v9?ß(V')4-(9? tp) + Q'0"ilfß'(q>) + {t, 9)- (I) 

Ist speciell ^ = (xyY^ so ist 

A«Ä(rpyy « 2klxy)^' + A(A - 1) (xy)'-^ = A(A + 1) (a:yy-i , 
ferner wird 

folglich nach dem Euler'schen Satze: 

(.9, t)' + (V, ip)-^l{Q + o) (xyy-'<p. 
Daher erhalten wir aus Gleichung (I) für ^ = {xyY: 

{Q-\-x){6+x)si(<pixuy)'=Q-ij-(xyy£i(ip)+x(^+ß+i+i)ixyy-^-ip.(n) 

6* 
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80. Berechnung der Coeffidenten 0^,, Die zuletzt erhaltene Formel 
benutzen wir nun^ um die Goefficienten der Reihe 

{rsyf^s;-^^^G,^,{Vs)l.-^{xy)-', h>l (HI) 

ZU bestimmen. Dass die einzelnen Glieder rechts die hier gegebene 
Form besitzen müssen, haben wir bereits in Nr. 76 und 77 ent- 
wickelt. Ihr Grad in y ist 

n — Jc'{'k'-k = n'-k, 
ihr Grad in x ist 

w + n — 2Ä;— (n — Je) -\- k — A = w — A, 

wie es die linke Seite der Relation (III) auch erheischt. 

Zunächst erhält man für il = Ä den ersten Goefficienten C*, i, 

indem man x^=y setzt. Dabei geht die linke Seite in die Elementar- 

covariante __ 

E = (r sy «=: (r sY f^ sl"^ (1) 

über, während die rechte Seite sich auf ihr erstes Glied 

C'..*[M^l_=CI,,(rV (2) 

reducirt. Durch Gomparation von (1) mit (2) erhält man 

Um nun die weiteren Goefficienten zu finden, wenden wir auf 
beiden Seiten der Relation (III) den i$2-Process an, was immer erlaubt 
ist, da dieselbe eine Identität darstellt. Die Rechnung erleichtert uns 

Formel (II), Nr. 79. In ihr tritt nur an Stelle von (p die Polare (rs) ^_j^^ 

an Stelle von A der Exponent j — A ; ebenso haben wir ihren Grad q 
in X durch m — A, ihren Grad 6 in y durch n — A zu ersetzen. 

Der ß-Process auf eine Polare angewendet liefert aber null (vgl. 
Nr. 19). Es bleiben daher rechts nur die vom* zweiten Terme der 
Formel (II) herrührenden Glieder unter dem Summ'enzeichen übrig, 
nämlich die Glieder : 

(A _ A) (m + n - * - A + 1) (xyf-'-'- ir~s)\^,. 

Berücksichtigen wir nun, dass nach Nr. 20 (I) 
(m — l)(n—k)Sl((rsy r»»-^ 5"-^) = (m — A) (n— A) {rsf-^^ ^«-^-i ^-^-i ^ 

so liefert der j2-Proces8, angewendet aaf die R^ihe (III) 

(m — X)(n — k} (r s)'+^ r^-^^ sJ-^-i 
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Ersetzen wir nun aber andemtheils in der Relation (III) 

X durch A + 1 ; 
so erhalten wir für die linke Seite der Relation (IV) eine zweite 
Entwicklung 

Multipliciren wir diese Entwicklung mit (m — A) (n — A) und compariren 
wir (IV) und (V), so erhalten wir die recurrente Coefficienten-Relation 

(m-A)(n — A)C^4.i,*=Ca,*(ä — A)(m + n-Ä;-A + l), (VI) 
wobei Ci 4 = 1 . 

81. Damit ist das Mittel gegeben^ die Coefficienten einzeln zu 
berechnen. Setzen wir k — A = (>, und somit A = Ä — 9, so liefern 
die Substitutionen 

in die Formel 
(w — Ä + 9) (n — Ä + (») Gk+i^, k = Ck^Q, * (w + « — 2Ä + (> + 1) 9 

der Reihe nach folgende Gleichungen: 

(w — A + 1) (m — * + 1) . 1 = Ck-i,k im + n — 2k + 2) 

(m-Jc + 2) {n-k + 2) Cit-i,* = CU2,t (m + w — 2Ä + 3) . 2 

(fn — k-{-3){n-k + S) (1-8,* = Ci^3.k(ni + n - 2* + 4) • 3 

(m — fc + (>) (n — Ä + q) Ck-^^i,k = Ck^Q,k (m + w — 2Ä + 9 + 1) 9. 

Multipli<;irt man die untereinander stehenden Gleichungen^ so er- 
hält man: 

(m~it+l)(w— Ä;+2)--(m — Ä + (»)(w — Ä;+l)(n-Ä;+2)...(»— fc+(i) 
= C*-.^,*.(>!(w+w — 2Ä-|-2)(w+w— 2Ä + 3)--(w+n — 2Ä+9+1), 

oder: 

(fn^k+ Q)\ (n - Jc+oy. ^ ^ , (^ ni + n-2k + Q+\)\ . . 

{m-k)\ ' (n—k)]' ^*-^,*'P- (jn + n-2k+i)l ' ^^^ 

Nun ist aber: 

im—k+Q)\ (m—k + Q\ 

{m—k)l "^ \ if / ^ 
und analoge Beziehungen gelten für die beiden andern Quotienten. 
Führt man also in (1) diese Werthe für die betreffenden Quotienten 
eiU; so erhält man nach Division mit ((^!)^: 

hfi — k+Q\/n—k+Q\_Q^^ ^hn+n—^k+q + iy /yjjx 

Wir haben die Formel (VII) nicht in dieser Allgemeinheit nöthig, 
sondern nur für die Reihenentwicklung von 
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also für den Fall 

;, = 0, d. h. k = Q. 
Man erhält alsdann: 

ft)(a=co..f«+"7*+^), 

und demnach: 

■F = c «; =2 ^0, * M^-* (^y)* . 

oder 



'^«; -^T^^iy-sL.x (rst^i^'yf' (viii) 



Diese Entwicklung wurde von Clebsch und Gordan gleichzeitig 
entdeckt; und wir haben hier dieselbe auf dem von Clebsch einge- 
schlagenen Wege gegeben. Durch sie ist also der Beweis geliefert: 

„Jede Form mit zwei Reihen cogredienter Variabein ist eine 
simultane Covariante ihrer Elementarcovarianten, also von 
Formen mit nur einer Variabeinreihe « 

82. Beispiel für die Clebsch-Gordan'sclie Beihenentwicklung. 

Wir wollen die Form 

F=r^s 

X y 

in eine Reihe entwickeln ^ und durch einfache Rechnung die Identität 
der Entwicklung mit der ursprünglichen Form nachweisen. 
Es ist: 

oder 



Also: 



Nun ist aber: 

(rs) {xy) = rxS,j — s^Ty. 
Demnach wird: 

^^F+-l r"-s, = F. 

3 * 6 -x V 



Procefise für invariante Bildungen. 87 

Weitere Beispiele. Es ist für die in y linearen Formen F 






rl s. = (rst + 1 (rsf {xy) 



Ebenso erhalten wir für die in y quadratischen Formen F 



1 /— ^ 



*i^u= (rst. + {rs)\ (xy) + - - (rs)* (xy) 



»1 s* = C*-«)?. + I (rs)l ixy) + I (rs)» (xyf 

C ^ = M:> + i^ Mi (*y) + S^ ; M'' (^yf ■ 

Entwickeln wir endlich noch eine in y biquadratiscfae Form in ihre 
Reihe, etwa r*s*, so erhalten wir: 

' X y ' 

rl^y = MJ. + 2Mj.(^y) + Y (^)^(«y)* +4M»(^y)'+ [ i^sf (xyy . 

83. Verallgemeinerung der Beihe^ientwicklung. Wir können die eben 
gewonnene Reihenentwicklung noch auf etwas complicirtere Formen 
ausdehnen. Die zunächst liegenden Formen F sind durch das symbo- 
lische Product dargestellt: 

r^ ^r(f = F. 

xyy 

,Um die Reihen für diese Form zu erhalten, brauchen wir nur die 
Formel (VIII) ^mal nach x zu dififerentiiren und die lucremente durch 
y zu ersetzen; dann erhalten wir: 

w (m — 1) (w — 2) . . . (m — (> +*1) rZ'-^s^r^ 

_ ^ry Wfi) 

j^ /w+n— Ä;+l\ 

Hierbei muss q kleiner als {m — li) sein. Nach Division der Gleichung 
mit dem Coefficienten der linken Seite erhält man 



1^ (,«_Ä;)(^_i+l)...(„»_A_p+ l)(a;y)*(r.);,_,^^. 






Nun ist aber 

(m\ (w — Ä) . . . (w— Ä — p+1) m(iii— l)...(w — 9 + l)(w— p). . . (m— p— 7j+1) 
^/ ' i»(m--l). ..(w — 9+ 1 ). m(i»— 1).. .(w — p + 1) ^ l~2T3...fc 

/m — p\ 
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Setzen wir also m — q'= A, so geht (1) über in: 

l ^ ) 

84. i^ isi ein Product von vier und mehr Fcictoren. Während also 
für die Reihenentwicklung einer binären Form F mit zwei Reihen Varia- 
bein die Coefficienten noch allgemein angegeben werden können, wenn 
F durch drei Factoren repräsentirt wird, ist uns das nicht mehr möglich, 
wenn die Zahl der Factoren die Anzahl drei überschreitet. Die figu- 
rirten Zahlen reichen alsdann nicht mehr aus, das Coefficientengesetz 
allgemein festzustellen. Die Reihe muss dann für jeden einzelnen Fall 
berechnet werden. Für den Fall von vier Factoren kann man sich 
etwa in folgender Weise behelfen. Es sei 

F = r^r<is^sf^ 

X y y X 

und fi der kleinste der Exponenten. Erheben wir die Identität 

rySx= { ra: Sy — (rs) {xy) } 

auf die ^^ Potenz, entwickeln rechts nach dem binomischen Lehrsatz 
und multipliciren alsdann mit r^"^ ^ ^^ ^ so erhalten wir eine Reihe, 

in welcher nur mehr Factoren wie r^ s^ neben den Potenzen von (a;y)* 

und den Polaren der Elementarcovarianten auftreten. Diese beiden 
Factoren der einzelnen Glieder entwickelt man nun nach Reihe (VIII) 
und erhält so die allgemeine Darstellung. 

Eine andere Methode ist die folgende. Man setzt 

X X y y X y 

Nun entwickelt man Jfii+-'"«/S^+*' nach Reihe (VIII), ersetzt in ihr 

hierauf U und S in geeigneter Weise durch r^ s^^ und r^^s^ und wendet 

sodann auf die erhalteneu neuen Glieder wiederum die Entwicklung 
(VIII) an. 

85. Symmetrische wnd alternirende Formen. Diese Reihenentwick- 
lungen werden durchgehends einfacher, sobald F eine symmetrische 
oder eine alternirende Form ist, was natürlich von vornherein voraus- 
setzt, dass m = n sei. Im ersten Falle ändert sich nämlich F=f^s^ 

' X y 

nicht, wenn x mit y, oder was das nämliche ist, wenn r mit s ver- 
tauscht wird. Durch Vertauschung von r mit s verändern aber alle 
ungeraden Elementarcovarianten, also die Formen: 

ihr Zeichen. Sie müssen demnach, da die Function F selbst unverändert 
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bleibt^ identisch null sein. Die Reihe reducirt sich sonach auf die 
Hälfte der Glieder. 

Im zweiten Falle verschwinden aus dem gleichen Grunde die ge- 
raden ElementarcoYarianteU; also die Formen 

die ja bei Vertauschung von r mit s sich nicht äudern^ während F 
als alternirende Function ihr Zeichen ändert. Zu diesen Formen ge- 
hört unter andern die in Nr. 67 aufgestellte Fundamentalcombinante 

86. Unikehrung der Beihe (VIII). Ersetzt man in der Reihe (VIII) 
die Grössen m und n bezw. durch m — v, n — v und multiplicirt auf 
beiden Seiten mit (rsy • (ojy)", so kommt: 

/m — v\ /n — v\ 

V * / 

Legt man hier dem v alle möglichen Werte bei von v = bis v =* n, 
so erhält man (w + 1) Gleichungen, in denen rechts nur die (n + 1) Po- 
laren der (n + 1) Elementarcovarianten {rs^ in linearer Verbindung auf- 
treten. Dabei beginnt mit wachsendem v die Entwicklung rechts mit 
einer immer höheren Elementarcovariante, so dass also, wenn man 
diese (w -[- 1) Gleichungen nach der Determinantenmethode auflöst, 
die Nennerdeterminante den Werth Eins besitzt, da ihr Diagonalglied 
nur Elemente vom Werthe 1 und links derselben nur Elemente vom 
Werthe enthält. Bei Auflösung der Gleichungen nach diesen Po- 
laren tritt also kein Nenner auf, und es wird sich somit der Werth 
einer Polare in der Form darstellen: 

Die Glieder unter dem Summenzeichen rechts gehen, vom Factor (7*, v (p^yY 
abgesehen, aus F=i^s^ durch den Ä-Process hervor (vgl. Nr. 20). 

Auch diese Reihenentwicklung ist eindeutig, wie sich durch die 
gleichen Schlüsse ergiebt, womit wir die Eindeutigkeit der Reihe (VIII) 
nachgewiesen haben. Wir dürfen also behufs Coefficientenbestimmung 
wiederum den i^-Process anwenden. Dabei beschränken wir uns indess 
auf den Fall Je = 0] der andere ergiebt sich aus diesem, wenn man 
nur für m und n entsprechend andere Werthe einführt. 

87. Berechnung der Coefficienten. Für i == 0, v = Ä wird die Re- 
lation (1) 

(*•«)!, = (C K),n = 2* ^* ^'''^ '^""* "T* (^J')* • (2) 



y 
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Da links eine Polare steht; so liefert der ß-Process auf dieser Seite 
Null. Auf der rechten Seite erhalten wir nach Formel (II) Nr. 79 
zwei Summen, von denen wir die eine nach links transponiren. Es ent- 
steht dann, da q = {m — IS) und <y = (n — h\ die Beziehung: 



n 

— V Gj^ (m — jfc) (w — h) (rsy+'^ r^-^^ 5«-*-i (xy^ 



n 



(X) 



= V C^Ä (w + w — Ä + 1) ('rs)^r^-*5«-^ (xyy-^ 



Da das erste Glied der Summe rechts verschwindet, so können wir 
auf dieser Seite Je durch Je -^ 1 ersetzen und erhalten : 

- yi Gj^{m — Je) (n — 7c) (rsy+^ r'n-k-^i 5«-*-i (^^yy 

= 2^k+i (Jc+l)(m + n-Jc) (rs)*+i r-~*-i s;-*-i-(xy)* • 

Hieraus ergiebt sich durch Comparation gleich hoher Potenzen 

— Ck(m — Je) (n — Je) = Cl+i Qi + 1) (m + w — Ä). (3) 

Nun folgt aber aus Reihe (2) für Je = 0/Cq = 1. Demnach erhalten 
wir aus (2), indem wir der Grösse Je alle Werthe von bis Je beilegen: 

m • « = Cj (w + ^0 

- C^im— 1) (n — 1) = G, (w + « — 1) • 2 

— Oj (m - 2) (» — 2) = O, (m + n - 2) . 3 



~Ci_i(w-Ä;+ l)(n — Je+ \) ^ Ct{m + n — Je + l)Je. 
Durch Multiplication dieser Gleichungen mit einander erhält man: 

Ct = (- 1)* f4r*^ . 
Trägt man diesen Werth von Ck in die Relation (2) ein, so erhält man: 

(c ^:\n -2(- 1)* 7^-+-n( ('^y C-* r* (^y)* • (XI) 

l ^- / 

§ 8. Anwendungen des Frooesses der Beihenentwioklnng. 

88. ZwecJe der BeiJwnentwicJelungen. Die Reihenentwicklungen 
dienen in erster Linie dazu, complicirte symbolische Producte in ein- 
fache überzuführen, oder unbekannte Formen durch bekannte darzu- 
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stellen. Sie werden so das wichtigste Hilfsmittel für die symbolische 
Bechnangy insbesondere bei Aufstellung der Yon einander linear unab- 
hängigen Co- und Invarianten einer Form n**^ Grades. Wesentliche 
Yortheile bieten die hier entwickelten Formeln auch, wenn es 
sich darum handelt, lineare Relationen zwischen Ueberschiebungen 
herzustellen. In seinem Programme ^^Ueber das Formensystem binärer 
Formen^' (Teubner, 1875) hat Gordan aus der Hauptformel (VIII) noch 
mehrere andere durch Differentiation und einfache Substitutionen ab- 
geleitet, welche ganz allgemein solche Relationen zwischen Ueber- 
schiebungen mit drei Reihen von Symbolen bieten. 

Im Folgenden wollen wir nun in einer Reihe von Anwendungen 
zeigen, inwiefern die Reihenentwicklungen zu einem so wirksamen 
Hilfsmittel der symbolischen Rechnung werden; zahlreiche specielle 
Beispiele werden wir im zweiten und dritten Teile dieses Bandes 
kennen lernen. 

89. Die Ueberschiebnngen der Form /* = «* über ihre Hesse' sehe 
Covariante -^^ = (a6)* a^ &^. Als erste Anweudung will ich hier die 
Berechnung der vier Ueberschiebungen {f, Af ^ Ä = 4, 3, 2, 1, so 
weit dies vortheilhaft, mit Reihenentwicklung geben. 

Am einfachsten berechuet sich (/", /ff\ man bedarf hierbei keiner 
Reihen entwickluDg; vielmehr ergiebt sich unmittelbar aus der vierten 
Polare 

indem wir nach der in Nr. 35 gegebenen Theorie y^ durch c^, y^ durch 
— Cj ersetzen, der Werth: 

(^^,f)' = iaby(acy(bcy = j. (1) 

Zur Berechnung Ton (/*, ^Y entwickeln wir ein Glied der dritten 
Polare von z/ nach der Reihe (IX) Nr. 83. Wir erhalten, da k nur 
die Werthe 0, 1 annehmen kann: 

. (abf 6, al h^ = (« hy 2' 7x + £ ^-2^1-^+1 V ' (<^%-^^ ^^V^ 

= {{ahy alV^^^ + 1 [(a6)»a,6J {xy) . 

Weil aber (abYa b identisch null, und (abya^b^ = ^, so hat man 

(aiyb an == ^ , = ^ J». (I) 

^ ^ X y y y* x y ^ ^ 

Ersetzen wir wiederum y^ durch c^, y^ durch — c^ und multipliciren 
mit Cxj so kommt: 

(abf (acY (bc) h. c. = (J,fy = 0, (2) 
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weil die linke Seite durch Vertauschung von b mit c nur ihr Zeichen 
ändert. Vertauscht man in (I) y mit x, so ergieht sich aus dieser 
dritten Polare yon ^ die erste, und damit durch die gleiche Substitu- 
tion statt der dritten üeberschiebung (/f, fy die erste: 

(a6)*(6c)a»6/, = (^, /0 = <. (3) 

Sie verschwindet nicht, und liefert somit eine Covariante sechsten 
Grades von f=^a^. 

Es erübrigt nur noch die zweite üeberschiebung von f über J 
zu berechnen. Wir könnten zu dem Zwecke wiederum ein Glied der 
zweiten Polare von jd in eine Reihe entwickeln. Vortheilhafter ist es 
aber, diesen Process für ein Glied der dritten Polare von {f, f) vor- 
zunehmen, nämlich für das Glied (a6)a^6'. Da diese Form (/", f) 
sowohl, als auch {f, ff identisch . verschwinden, so ist in der durch 
Formel (VllI) dictirten Entwicklung 

/3\/3\ _ 
{aV) al hl = (a 6) ^ "^ (ah) {xyy. 

\ ^ ) 
die erste und dritte Elementarcovariante null, und sie reducirt sich 
demnach auf die für k = 1 und A = 3 sich ergebenden Glieder: 

• («'')«^6* = l ((«6)' albl ) ,(a;y) + -i (ab)* (xyY 

= Y ^f/^ * (^ y) + \ {(^^y {poyf • 

Ersetzen wir hierin y^ durch — Cg, y^ durch + ^i ^^^ multipliciren mit 
Cxj so kommt: 

- (a&) {hcfalc^ = 1 (^, ff + i • f, 

wenn wir die Invariante {ahy von f wie schon früher mit i bezeichnen. 
Vertauscht man links 6 mit c, nimmt die halbe Summe der so ent- 
stehenden symbolischen Producte imd berücksichtigt, dass 

so kommt endlich 
oder: 

{j, ty = ;- . f. (4) 

Wir erhalten somit das Resultat: 
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Es möge hier bemerkt sein, dass die fünf Formen 

überhaupt die einzigen selbstständigeu Covarianten der Form f sind 
(wie wir später, noch beweisen werden), durch welche sich alle andern 
rational und ganz darstellen lassen. 

90. Die aseygetischen Covarianten dritten Grades in den Coeffcienten 
von /*= al . Wir stellen uns weiter die Aufgabe, alle aszygetischen, 
d. i. linear von einander unabhängigen Covarianten dritten Grades in 
den Coefficienten einer Form fünfter Ordnung zu berechnen. Sie 
müssen jedenfalls durch symbolische Producte von der Form: 

P = (ahy (hcy (caY a^^ b^} c^^ (T) 

repräsentirt werden können, wobei die Exponenten den Gleichungen 

genügen müssen. 

Jedes solche Product P lässt sich aber durch Ueberschiebungen 
von Formen zweiten Grades in den Coefficienten mit solchen ersten 
Grades darstellen, wie aus unsern allgemeinen Betrachtungen Nr. 45 
und Nr. 46 erhellt. Die einzige Form ersten Grades ist aber die 
Originalform f'^al selbst, und die Formen zweiten Grades sind die 
aus (/*, fy für Q =^ 2 und 4 sich ergebenden nicht verschwindenden 
Covarianten: 

Jede Form P muss sich demnach, von P => f^ = alhlCx abgesehen, 
durch eine Summe von der Gestalt 

WO »n,-, n,- noch zu bestimmende Constante sind, darstellen lassen, und 
zu solchen Summen gelangen wir, wenn wir nach bereits früher ge- 
gebenen Methoden das Symbol c in P zunächst durch y ersetzen, und 
nun die so entstehende Form Py in eine Reihe entwickeln. Die Coeffi- 
cienten der Potenzen von (xy) sind dann Polaren von tp oder i. Da 
nun in (I) kein Exponent die Zahl 4 aus bekannten Gründen über- 
schreiten kann, so giebt es eine endliche Zahl von linearen Relationen (II). 
Aus ihnen eliminiren wir so viele Formen dritten Grades P, (f, 9)?, 
(/*, ^y, als nur möglich, und gelangen so zu den linear unabhängigen 
Formen dritten Grades in den Coefficienten. 

91. In unserem Falle können wir indess die aszygetischen Formen 
dritten Grades a priori erkennen, so dass die Reihenentwicklungen, 
welche in allgemeineren Fällen zur Bildung der Relationen (II) nothig 
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werden, sich hier auf ein Minimum beschränken. Denn da die 
sechs Formen: 

r,f-9.(f,<P).f'i.(f,i),(f,iy 

von immer andern und andern Grade 15, 11, 9, 7, ^, 3 in den Va- 
riabein sind, so können zwischen ihnen keine linearen Relationen 
bestehen, unsere Aufgabe besteht also nur darin, zu zeigen, dass 
in der That keine weiteren Formen von der erwähnten Eigenschaft 
existiren. 

Zum Zwecke dieses Beweises schreiten wir von den einfachsten 
Producten P allmälig zu der Berechnung complicirterer vor, indem 
wir den Exponenten fi, x, l der Elammerfactoren von P immer 
grössere und grössere Zahlenwerthe beilegen. Dabei können wir schon 
von vorn herein eine Grenze angeben, über welche hinaus diese 
Grössen ft, x, A nicht wachsen können. Nehmen wir nämlich an — 
was bei der Symmetrie in den Symbolen a, Z>, c stets erlaubt ist — 

P = (ahy (bcy (caY al^ 6^« c^- 

sei so geordnet^ dass ^ 

dann muss, wenn 

ist, ^ mindestens den Werth 3 besitzen. Jedes symbolische Product P 
mit dem Factor {aVf kann aber (vgl. Nr. 11) stets auf eines mit dem 
Factor («6)* reducirt werden. Nach unsem allgemeinen Ueberschie- 
bungssätzen lässt sich aber alsdann eine solche Form P dritten Grades 
linear durch Ueberschiebuhgen darstellen mit i =« {abyaxhx, und einer 
Form ersten Grades, also der Form f, d. h. P lässt sich linear durch 
♦ • fy (*> f) f ih fy ausdrücken, und ist somit keine aszygetische Form 
zu diesen dreien. 

Die Summe fi -{- x -^ k der drei Exponenten kann also im 
günstigsten Falle den Werth 6 erreichen, und dabei kann fi oder x 
oder X den Werth 4 nicht überschreiten. 

92. Wir wollen im Folgenden die nach diesen Beschränkungen 
übrig bleibenden Möglichkeiten untersuchen. 

1) Es sei: ft + ^ + ^ = 0, d. h. ^ = x = A = 0, dann ist: 

Po = ö|&^c^=r. 

2) Ist ft + ^ + ^ = 1 > so lässt sich ein hiezu gehöriges sym- 
bolisches Product Pj immer reduciren (vgl. Nr. 11) auf ein Product 
Pg, für welches 

3) /i + x + A = 2, 
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und zwar fi = 2, j!^ = A=sO ist. In diesem Falle wird 

4) Wenn fA + x + A = 3, so kann entweder 

oder f* = 2; x = l, ^ = 

oder /* = 3, jc = A==0. 

Die nach dem letzten der drei Fälle zu bildende Form ist identisch null. 
Die Form des ersten Falles dagegen lässt sich auf die des zweiten 
Falles reduciren^ für welchen 

P,^(aby(bc)aibUi. 
Ersetzt man hierin nach der allgemein gegebenen Methode c durch py 
und entwickelt nun Psy in eine Reihe , so kommt: 

{aby a| bl by = [{aby al bl\y + Const. x [{abf al bl] (xy) • 

Die zweite Elementarcovariante rechts ist identisch Null^ die erste ist 
ip\ also wird, wenn man wieder y durch c ersetzt: 

5) Ist ferner: ft + x + A = 4, so ist entweder 

fi > 2 , oder |x = 2, x = A = l 

ft = 2, X ==» 2. 

Im ersten Falle ist entweder P direct gleich /* • i , wenn ft = 4, 
Ä = A = oder, wenn 54 = 3, J=l, X = 0: 

-P4 = {aby {ac) aa:bl ci, . 
Vertauscht man a mit b und nimmt die halbe Summe, so kommt: 

■P4 = 2 ^^^y ^* ^' ^-^ { (^^) *' ~~ ^^ (^^), ) 
1 ^ . 

Im zweiten Falle ist: 

P,^{aby{ac){bc)alblcl 

===^-^alblcl{ab)[ac)Q)c){C:,{ab) + a^ (6c) + fc^ (ca)} =0. 

Im dritten Falle ist 

P^ = {aiy {acY a^hl cl . 

Um diese Form durch üeberschiebungen auszudrücken, entwickeln wir 
{<ic)alaxCx in eine Reihe und erhalten: 

{ac) al «x c% = [{ac) ai c*]^, + c^ [(acy ai cj]^. {yx) + c^ [(acy al cl]^ {yxy 

+ C3 [(acy üx Cx] (yxy . 
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Hierin verschwindet der erste und dritte Term rechts identisch. Er- 
setzen wir also in dieser Reihe y durch h^ so kommt 

Die linke Seite ist P^ass^/'.i; der erste Term rechts ist aber bis 
auf einen Zahlenfactor Pg = {ahy (acy a^ hg cl . Denn die Polare 

[{acy al c5]y, = 9ya = /ßV I 2 {acy d a^ al + 3 {acy al d ay Cy 1 

geht durch die Substitution ^i = 62 > ^2 = — ^1 ^^ ^i® üeberschie- 
bung über: 

(9>, /)' = II 2 {acy cl a, {ahy &J + 3 {acy al cl {ah) {ch) hl ) 
= J-|2Pe + 3P5), oder weil P, = 0, 

— ^ P 
Demnach ist: 

WO Q und k numerische .Coefficienten. Zwischen den beiden Ueber- 
schiebungen {fj g)f und i • f besteht also eine lineare Relation. 

6) Nehmen wir ferner an: 

so ist entweder: 

^ = 5,x = 0, A = 0, also P, =» (a6)^c| = 

oder fi = 4, x= 1 , A = 0, also Pg = {ahy {ac)hx cl = {i, f) 

oder ^ = 3, x = l, A = l, also P9 = (ai)^ {ac) {hc) a^hxcl «== , 

da P9 durch Vertauschung von a mit h sein Zeichen ändert^ 

oder f* = 3, x = 2, A = 0, also Pj^ = (a6)' (ac)' 6J cl . 

Dieses Product geht; wenn man b mit c vertauscht und die halbe 
Summe nimmt, in das Product 

Pn = {ahy{acy{hc)hlclax 

über, welches dem Werthsystem fi = 2, x = 2, A=l entspricht. 
Die Form P^ verschwindet aber identisch, da sie nur ihr Zeichen 
ändert^ bei Vertauschung von 6 mit c. 

7) Ist endlich: 

ft + x + A==6, . 

so sind die einzig möglichen Fälle: 

^ = 4,x=l,A = l, also Pi^'=={ahy{ac){hc)cl = {i, f)^ 
^ = 3, x = 2, k=l, also P,3 = {ahy {acy {hc)hxcl 
11 = 2, x==2, A = 2, also P14 = (a6)' {acy {hcy a^, hj, c^ . 
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Die beiden Formen Pjj und P^^ fahren auf dieselbe üeberschiebung 
(i, ff wie Pjg. Denn vertauscht man in P^j a mit h und nimmt die 
halbe Summe^ so kommt: 

Vertauscht man aber in P^g h mit Cy so kommt durch Addition 
beider Producte: 

^13 = Y («&)* {acYQ>c)l^Ca, [{ah)c^—{ac)h^] = y {ahy{acfQ)cfaJ)^c^, 

oder P,^ = 2P,3 =3 (t, /•) = (a6)« {acf {hcf a, hc 

Wir sind am Schlüsse angelangt. Die sechs Formen /^, t«/*, 
(^0> {hff) 9'A (9>/0 si^d ii^ der That die einzigen aszygetischen 
Covarianten von f\ die in den Coefficienten vom dritten Grade sind. 

93. JReciprocitätsgesetis von Hermite, Es ist nun sehr bemerkens- 
werthy das jedem aszygetischen System von Covarianten Pj einer 
Form f stets ein gleichfalls aszygetisches System von Covarianten 
Qi einer andern gewissen Form q> entspricht^ und zwar ist das Ent- 
sprechen nach Hermite durch folgendes Gesetz definirt: 

^, Besitzt die Form n*®° Grades /"= «^ eine Covariante P, vom 
Grade m in den Coefficienten, so besitzt die Form m^^ Grades 
(p = A^ eine entsprechende Covariante Qi vom Grade n in 
den Coefficienten und beide Covarianten sind von gleichem 
Grade A in o;. 

So entsprechen den vorhin ermittelten sechs aszygetischen Formen 
Pi dritten Grades in den Coefficienten 

der Form f=al ebenfalls sechs aszygetische Formen Qi fünften Grades 
in den Coefficienten: 

ip\ q)^'^, q>^Q, g> • ^^ Q'^, q>B 

der Form g> = -4.|; wobei, wie wir früher gesehen haben (vgl Nr. 37) 

^ = {ABfA^B^, Q = {A^) AU^, R = (J, Af, 

Der Beweis dieses Reciprocitatsgesetzes kann auf folgende Weise 
geführt werden. 

Es sei P eine Covariante vom Grade m in den Coefficienten Von 
fz^za'^aszli^^z etc. und vom Grade k in den Variabein x. Es sei 
femer 9 = -4.^ eine Form m^^ Grades in Xy welche die m Wurzeln 

a^*^ = -— besitzen möge, und demgemäss sich auch in der Gestalt 



«2 



schreiben lässt (von einem constanten Factor abgesehen) : 

Oordan, Invarianten, ü. 7 
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g> = (a^i) x^ — a[^^ x^) {af^ x^ -— af a^J • • • (a^"*) a;^ — a^^"«) ^r^) , 
oder 

9 = aiaj • «2« • asx • • • «mx == ^i" . 

Ersetzen wir alsdann in dem symbolischen Produete P das Symbol a 
durch a^j b durch (](g, . . .^ m durch Um, so geht dadurch P zunächst 
in eine simultane Covariante Q der m linearen Factoren aix über. 
Nun wird P nicht geändert^ wenn wir in ihm irgend welche zwei 
gleichberechtigte Symbole a und b vertauschen. Permutiren wir ent- 
sprechend in Q alle Wurzeln cck, so gehört immer noch jedes Q zur 
nämlichen Form P. Aber die Summe aller dieser ft! Formen Q ist 
nun eine symmetrische Function der Wurzeln a^ und lässt sich dem- 
nach rational in den Coei^cienten von q) darstellen. Da anderntheils 
jedes Glied Q gemäss seiner Ableitung Govarianteneigenschaft besass, 
so muss sie auch die Summe besitzen, d. h. 



ö=2^ö 



ist rationale Covariante von 9) = -4^, und zwar vom Grade A in a:, 
weil die Zahl der Factoren erster Art bei diesen Operationen un- 
berührt blieb und vom Grade n in den Coefficienten von 9, weil jede 
Wurzel ttk in jedem Q gleich oft und zwar nmal auftritt. (Vergl. 
Salmon, Lineare Transformationen, Art. 57 und 58, über Grad und 
Gewicht symmetr. Functionen der Wurzeln.) Es entspricht also in 
der That jeder Form P von f eine Form Q von tp, und insbesondere 
einem aszygetischen System P«- wieder ein aszygetisches System Q,. 
So entspricht z. B. der Invariante 

j=^{aby(acy(bcy 

dritten Grades in den Coefficienten der Form f = ai die Invariante 

R = («1 a^y («1 a^y («2 «3)«, 

welche vierten Grades in den Coefficienten der Form 



3 



q) = «la- a2x «8« = Äx 



«?> af^ «(8) 

1 .f9A 1 .«^ 1 



ist, deren drei Wurzeln die Werthe a^^^ = -7,^ , a^^^ = — ^., «<') — 

' (fVi n^^i «v^/ 

besitzen. 



a-' a-' ofj 



94. Darstellung einer in den Wurzeln von q) = A^ ausgedrückten 
Covariante durch ein syfnbolisches Product; Beispiel Wir haben schon 
in § 1 Nr. 8 darauf hingewiesen, dass jede symmetrische simultane 
Covariante der m linearen Factoren aix von tp auch eine rationale 
Covariante der Form q> ist, und haben den einfachen Beweis dieser 
Thatsache eben gegeben. Die Reihenentwicklungen für Formen mit 
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mehreren Reihen cogredienter Variablen setzen uns in den Stand, eine 
solche in den Wurzeln dargestellte Covariante direct in ein symbolisches 
Product umzuformen, was man allerdings auch gemäss der Theorie 
der symmetrischen Functionen auf einem Umwege über die unsym- 
bolische Darstellung der Covariante erreichen konnte. Ehe wir die 
Methode allgemein entwickeln , will ich sie an einem Beispiele vor- 
bereiten, und benutze hierzu die bereits vorhin angeführte simultane 
symmetrische Invariante 

-R = («1 «2)* («1 o^a)^«« «3)' 
der drei linearen Pactoren ajtx von 

<p = ccixCC2xCC3x = AI = lil= etc. 

Wir wissen: 9 besitzt nur eine Invariante vierten Grades, näm- 
lich die Discriminante (vergl. Nr. 37 und 39) 

B, = {J, Af = {ABy{pCf{BC){AB), 

und wir wollen nun zeigen, wie sich successive B in B^ überfuhren 
lässt. Zu dem Zwecke setzen wir zunächst: 

«ÄxÄS* =1>5 =1> (1) 

und erhalten so eine quadratische Hilfsform, deren Invariante durch 

{pPiT = {cc%x€c^x, cCixCCsxY = - Y (^2 «3)^ (2) 

dargestellt ist. Unter Benutzung dieser Werthe (1) und (2) wird: 

<p=plccix'^Al, (3) 

B=^2(pp,y(a,a,y{a,a,Y. (4) 

Ueberschieben wir p auch zweimal über aix, so kommt: 

(|)aj« = (ajag)(a^a3) (5) 

und demnach lässt sich Gleichung (4) auch schreiben: 

B=^-2{pp,y{p,a,y(p,a,y. (6) 

In diesem Ausdrucke können wir nun successive, die Symbole A, 
B, etc. der Form 9» einführen. Denn Qberschieben wir Gleichung (3) 
zweimal über ai,, so kommt: 

(p^a,ycctx = HÄcc,yA,, (7) 

und wenn wir hierin x durch p, ersetzen: 

(P,«i)*(«.l',) = 3(4a,)«(^l,,); - (8) 

also * 

R = 6(i)p,y(i),a,) iÄa,yiAp,). (9) 

Damit ist eine erste Reduction von B erzielt. Wir wollen nun 
weiter*das Symbol p^ eliminiren, und bilden dementsprechend die erste 

7* 
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üeberschiebung von plaix über ai^: 

2p.{pa,)ai, = 3Al(Aa,) = 3Bl(Ba,). • (10) 

Ersetzen wir hierin x durch A, so kommt: 

und demnach: 

oder, weil Jl=(ÄB)*ArB,, und demnach (^a,)*=(^-B)*Uai)(-ßai), 
80 wird: 

B - 9(i)i),)«(z/a0^ 

Da aber nach dem Identitätssatze: 

{OpO(^a,)}*= {(i>z/)(l),aO - (p,J){pa,)}> 

= 2(p^)« 0.ai)*- 2ipJ) (jp,^) ipa^) (p.«,), 
80 wird endlich: 

B = 18(p^)» 0,aj» - 18(1»^) (i)i^) (pa,) (p, «,). (11) 

Für die beiden Terme rechts können wir nun aber zwei Relationen 
aufstellen, mit Hilfe deren wir das gewünschte Ziel erreichen. Der 
erste Term geht nämlich aus p^uix hervor, wenn wir darin y durch 
^^ X durch Pi ersetzen und mit (a^Pi) multipliciren. Es ist aber 

nach Formel (VIII) Nr. 81, wobei nur x mit y vertauscht ist; und 
da nach Voraussetzung plax = B%y so wird, wenn wir die angegebene 
Substitution ausfuhren: 

(jpjf (p, a,y =. {B^y {Bp,) (a,p,) + ^{p a,) (p, a,) (pJ) (p, J) . 

Hierin ist der erste Term rechts identisch Null, da nach der 
Theorie der cubischen Formen jedes symbolische Product mit dem 
Klammerfactor {B^y verschwindet. [Vergl. Nr. 63, (5) u. Nr. 145, (I).] 
Demnach wird: 

(p^y (p,a,y -^(pa,) ip, «0 (pJ) ip,J) (12) 

und dies ist die erste der gesuchten Relationen. Um noch eine 
zweite zu erhalten, berücksichtigen wir, dass der zweite Term in 
Gleichung (11) aus J>yCpai)ai» hervorgeht, wenn wir darin y durch 
^, X durch jpi ersetzen und mit (p^^ multipliciren. Es ist aber 

(pcci)pyccix = [(l>ai)l>xai» j + Y {Oai)'(ya;)[ 

nach Formel (VIII) Nr. 81, und weil nach Gleichung (10) die Form 

(j> cc^) pxCCix gleich —(ß^i)^* ^^^7 so wird nach AusfQlirung der Sub- 
stitution 
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oder, wenn wir für den zweiten Term rechts seinen Werth aus (12) 
substituiren: 

(i'«i)(Pi«.)(l'^)(l>i^) = -^iBa,){B^)(Bp,){p,J). (13) 

Die rechte Seite dieser Gleichung erhält man aus der Reihenent- 
wicklung 

_ f 






wenn man darin x durch B, y durch J ersetzt und mit {B^) multi- 
plicirt. Berücksichtigt man noch, dass p\xf^ix = Gi = tp^ so er- 
giebt sich: 

{Ba,) (Bp,){p, J) (B^) = (5C0? {BJ){CJ) - \ {BJ)\a,p,) (p. B) . 

Hierbei verschwindet wieder der zweite Term rechts wegen (B^y^ 
substituirt man den sich so für die linke Seite ergebenden Werth 
{BCf{BJ){G^), der nichts anderes ist als {d,Jf, in (13), so 
kommt als zweite Relation: 

(P«i) (Pi«,) iP^) (Pi ^) = - T (^' ^f ' (1^) 

also wegen (12): 

und demnach wegen (11): 

U = + Y (^,^)*=(«» «,)*(«. «^)*(«,a3)*, (15) 

womit unsere Aufgabe erledigt ist. 

95. Allgemeiner FaU. Schon dieses einfache Beispiel zeigt, dass 
die Aufgabe, eine in symmetrischen Functionen der Wurzeldifferenzen 
gegebene Covariante direct in ein symbolisches Product umzuformen, 
complicirter Natur ist. Noch ungleich schwieriger gestalten sich die 
Verhältnisse in allgemeineren Fällen. Indess wollen wir doch — 
theoretisch wenigstens — diese Frage erledigen, die auch anderweitig 
von Interesse ist. Es sei: 

die gegebene Covariante der Form (n+ 1)*®" Grades in x 

Dabei ist jedes Glied Q der Summe rechts ein Product von der Gestalt 
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WO jede Wurzel a, in demselben Grad auftritt. Irgend eines der Glieder 
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Q wollen wir als Repräsentant herausgreifen, an dem die Umformung 
gezeigt werden soll. Die Aufgabe ist alsdann, in Q successive durch 
Einführung von immer mehr und* mehr Symbolen A, B, C , , . die 
Grössen «»• zu verdrängen. Hiezu benutzen wir wie im Beispiel die 
Hilfsform n*^^ Grades 

welche sich von (p nur um den Factor ai^ unterscheidet. Denken wir 

uns nun einen Augenblick in Q °^, Q die Wurzel «^ durch y er- 
setzt, so ist die entstehende Form jedenfalls Co Variante von py und 
wir können annehmen, dass wir die Aufgabe, die wir für Formen 
(n + 1)*^ Grades lösen wollen, für Formen n*®" Grades bereits erledigt 
haben, dass es uns also möglich ist, alle in symmetrischen Functionen 
der Wurzeln gegebenen Covarianten der Form niedrigeren Grades 
|) = jp« durch die Symbole a, fc, c • • • von p darzustellen. Ersetzen 

wir alsdann wiederum y durch a^, so ist nunmehr Q=^ Q ausge- 
drückt in a^ und Symbolen a, Z>,*c, d. h. Q ist dargestellt als simultane 
Co Variante der Formen a^^ und ^^. Die eben gemachte Annahme ist 
erlaubt, denn für Formen ersten Grades können wir sie jederzeit so- 
fort realisiren. 

96. Es handelt sich nun darum, vermöge der Identität 

^»+1 = «. . a^^ (1) 

die Symbole a, b, c durch Symbole Ä zu ersetzen und damit die 
Grösse a^ von selbst successive zu eliminiren. Zu dem Zwecke stellen 
wir zunächst nach dem in Nr. 46 gegebenen Satze den Repräsentanten 
Q durch eine Summe von üeberschiebungen dar 

Q=^ (L, my , (2) 

wobei die Formen L nur a^ und das Symbol a enthalten, also die 
Gestalt 

i = (««i)*«r*«L (3) 

besitzen, während die Formen M irgend welche Covarianten von p 
mit den Symbolen b, c, d, ... bedeuten. Besitzt nun L wirklich 
Factoren erster Art ai«, ist also 9>0, so ergiebt sich durch % malige 
successive üeberschiebung von (1) über «i,: 

(n-Jc+1) (a«0* «;;-^ «1, = (^ + 1) (Äa,y ^--H-i , (4) 

oder, wenn wir mit a^j* multipliciren und mit (3) compariren: 
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Dies ist eine erste Redactionsformel für alle jene Glieder der 
* Gleichung (2), welche durch Ueberschiebung von Formen L entstehen, 
die Factoren erster Art ai^. besitzen. Durch sie wird der Exponent 
von af^^ um 1 vermindert und gleichzeitig das Symbol A an Stelle 
von a eingeführt. Besitzt dagegen eine solche Form L keine Factoren 
erster Art a^xy in welchem Falle wir sie einstweilen normirte Formen 
L nennen wollen^ so kann für sie die Formel (4) nicht Beductions- 
formel sein; wir werden diese normirten Formen L später reduciren. 
Alle Glieder 6?» der Summe (2) dagegen^ welche durch Formel (4) 
reducirbar waren^ können wir nun wieder nach dem schon einmal 
citirten Satze in Nr. 46 darstellen in der Gestalt: 

wobei nun mit Q^ wieder simultane Covarianten vom Typus Q be- 
zeichnet sind^ deren L jedoch einen Factor aix weniger enthalten und 
auch niedrigeren Grades in den Coefficienten von p sind. Diese Formen 
Q^ reduciren wir alsdann in der gleichen Weise wie die Q und indem 
wir diesen Process immer von Neuem wiederholen, Verden dabei ih 
die bezeichneten Glieder immer und mehr Symbole A, B, C, . . . 
eingeführt y während gleichzeitig ihr Grad sich successive reducirt, 
bis schliesslich überhaupt keine Factoren erster Art «la. in den sich 
immer neuerdings ergebenden Formen L auftreten. 

97. Die weitere Reduction fällt alsdann zusammen mit der Re- 
duction jener Glieder in (2), die aus normirten Formen L durch Ueber- 
schiebung gebildet werden können. Für diese ergiebt sich die Re- 
duction auf folgende Weise. Wir stellen zunächst den Repräsentanten 
Qy wenn in ihm bereits Symbole A, B, C . . . auftreten sollten^ als 
Summe von Ueberschiebungen dar, gebildet von Formen Öi> welche 
nur «1 und Symbole a, b, c . , . enthalten, über Covarianten von 
(p = A^"^^. In den Formen Q^ trennen wir alsdann wieder a^ und die 
Symbole a, 6, c, . . . in zwei Gruppen: eine erste, welche «^ und die 
Symbole a und b umfasst, eine zweite für die noch übrigen Symbole 
c, c2, 6, . . . Dann lässt sich Q^ in der Gestalt darstellen: 

wo nun die Formen N vom Typus 

N={a by {a a J* a^-*-'* ft'»-^ , i > 1 

sind, während die Formen B irgend welche Covarianten von j) be- 
deuten. Wie wir nun oben eine Reductionsformel für die Formen L 
gegeben haben, so entwickeln wir jetzt eine solche für N, Die Form N 



104 Erster Theil. 

geht nämlich bis auf den Factor ( — 1)''+^ aus b «ly^^"'* hervor, wenn 
wir darin y durch a ersetzen und mit (a cc^)^^^ ^l"^"^ multipliciren. 
Nun ist aber nach (VIII) Nr. 81 

6M a, 6«-^ =[b^aA + ^^ (6a,) (xy) i»-''-i &" . 

Ersetzen wir darin die erste Elementarcovariante durch ihr Symbol 
^«+1 nach (1) Nr. 96 und führen die Substitution aus, so kommt: 

(— 1)/^+! JV^= (^a>"+i(aai)*-i^;-^a»-*-'^ 



n — fL 



— /<— 1 ««— *— /'+i 



Das erste Glied rechts besitzt einen Factor (aa,) weniger als N 
und statt des Symboles h das Symbol Ay ist also reducirt gegenüber 
der Form N. Nicht aber das zweite Glied rechts, das eher com- 
plicirter genannt werden muss. Indess geht dieses zweite Glied, das 

wir, vom Factor ^^^ abgesehen, mit JV, bezeichnen wollen, aus 

(a a)*"^ o'* a"""*-«^^ a hervor, wenn wir darin y durch 6 ersetzen und 
mit h*~i'~^ multipliciren. Es ist aber nach (VIII) Nr. 81 

Ersetzen wir darin die erste Elementarcovariante vermöge der 
Gleichung (4) durch — ^^ (-4«,)*^*^^"-* und führen alsdann die Sub- 
stitution aus, so geht die linke Seite über in JV^ und das zweite Glied 
rechts in N. Schaffen wir dieses Glied auf die linke Seite, so kommt: 

Hiezu hatten wir: 

und diese beiden Gleichungen zusammen liefern in der That eine Be- 
duction für die Formen N und JV,. Durch fortgesetzte Wiederholung 
dieses Verfahrens wird hierdurch successive nicht nur die Anzahl der 
Elammerfactoren, welche a, enthalten, vermindert, sondern auch die 
Anzahl der Symbole a, 6, c, . . . 

Diese beiden Beductionsformeln (1) und (2) führen so endlich 
neben Gliedern, die bereits völlig in den Symbolen -4, JS, (7, . . . dar- 
gestellt sind, auf Glieder, die ausser den Symbolen Ä, B, C, . . , 
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nur mehr ein Symbol a und einmal die Wurzel a^ enthalten, die 
also entstanden gedacht werden können durch Ueberschiebung von 
Formen 

L = (aa,)ar' (3) 

mit symbolischen Producten in den Symbolen -4, JB, (7, . . . Auf sie 
lassen sich Gleichungen (1) und (2) nicht mehr anwenden, da die- 
selben die .gleichzeitige Anwesenheit von mindestens zwei Symbolen 
a und h voraussetzen. Allein diese Glieder verschwinden (vergl. auch 
das Beispiel) identisch. Um dies theoretisch einzusehen, denke man 
sich nur auch die übrigen Glieder Q in derselben Weise wie den 
Repräsentanten Q behandelt. Dann scheidet sich schliesslich die 
Covariante 

in zwei Theile, deren erster nur mehr symbolische Producte in A, JB, C 
enthält und also für sich symmetrisch in den Wurzeln «,, und deren 
zweiter Theil alle üeberschiebungen mit den Formen L vom Typus 
(3) enthält. Da aber Q selbst symmetrisch ist, so muss dieser Theil 
ebenfalls für sich symmetrisch in den Wurzeln a^ sein, und kann also 
seinen Werth nicht ändern bei Vertauschungen zweier Wurzeln. Er- 
setzen wir nun in diesem Theile 

a*» durch seinen Wert cc^^cc^^a.^ - • • a , , , so kommt: 

Die rechte Seite ändert aber ihren Werth, wenn man a^ mit a^ 
vertauscht, d. h. sie kann nur eine verschwindende symmetrische 
Function sein. Wir werden im dritten Baude eine Erweiterung der hier 
gegebenen Entwicklungen auf temäre Formen kennen lernen. 

98. Ud)€r Covarianten dritten Grades in den Coefficienten einer 
Form /" = a" . Schon in dem ersten Paragraphen dieser Vorlesungen 
haben wir gezeigt, dass ein symbolisches Product, dessen zumeist 
auftretender Elammerfactor (aby^~^ ist, sich stets durch eine Summe 
anderer Producte darstellen lässt, die den Factor {ahy^ besitzen« Es 
ist nun aber sehr bemerkenswerth, dass es auch eine Reihe symboli- 
scher Producte mit dem Factor (aby^ giebt, welche in eine Summe 
von andern Producten entwickelt werden können, die durchwegs 
mindestens (a&)*^+* als Factor enthalten. Zu diesen gehören unter 
andern alle geraden üeberschiebungen: 
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wenn (>>0. /* < -r- ist. Nur in einem besondern Falle, wenn näm- 

4: 

lieh n = 4ft und Q=a2fi ist, wird diese Entwicklung unmöglich. Die 
üeberschiebung U ist dann eine Invariante j ==^ (aby^ {ac)^f^ (bcy^^. 
Indem wir nun die Möglichkeit der erwähnten Entwicklungen von U 
im allgemeinen Falle darthun, ergiebt sich alsdann der etwas allge- 
meinere Satz: 

„Symbolische Producte mit dem Factor (ab^f* (acY^" lassen 
sich stets — von etwaigen Gliedern mit dem Factor 

abgesehen — in eine Summe anderer Producte entwickeln, 
welche mindestens den Factor (a6)^'*+* besitzen." 

Der Beweis lässt sich folgendermassen durch Reihenentwicklung 
führen. Das erste Glied der üeberschiebung TJ ist 

Es entsteht aus dem Polarengliede: (a6)^/*a^-"+?a^-*/'~c'6»-2i^ durch die 
Substitution yi = c^j y^ = — c^ ; entwickeln wir aber dasselbe in 
Reihe (VIII), so kommt: 

^ / y X X 

oder, weil rechts alle ungeraden Elementarco Varianten verschwinden: 

Jedes Glied rechts, vom ersten abgesehen, enthält den Factor 

(a6)*^+*, der auch erhalten bleibt, wenn wir nun y^ durch +C2 und 

y^ durch — c^ ersetzen und mit c^-2/<— p multipliciren. Mit Rücksicht 

\ auf den in Nr. 43 erläuterten ModulbegriflF können wir daher nach 

ausgeführter Substitution diese letzte Gleichung schreiben: 

(a6)2^ (a (?)*''+? a"'-^'*-(? i«-^^ ^»-2/«-? 

:-- Const. X ((^ 0^^, 02^+<? mod. {aVf^^^K 

Ist nun (>>0, also mindestens gleich 1, so enthält nach dem in 
Nr. 11 gegebenen Satze auch das Glied links den Factor (a6)2i"+2^ und 
wir haben demnach als erstes Resultat: 

((/•, /^^ Z)*"-^ = mod. (a&)«''+* , ^<|-, 9>0. (I) 

Diese Gleichung gilt aber auch noch, wenn p = 0, so lange nur 
n > 4fi, etwa n==4ft + A. Zum Beweise gehen wir alsdann vom 
symbolischen Producte {aVfi'-^ a'-^.^+i fe»-2/^+i =.{aVf^-^ a^^+^+i ^2/^+^+1 
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aus, und entwickeln dasselbe in Reihe (VIII). Dabei verschwinden 
rechts wiederum alle ungeraden Ueberschiebungen, während die Elemen- 
tarcovarianten (/*, /')^'<+** , Ä > 0, von verschieden sind. Ersetzen 
wir alsdann wiederum y^ durch C2, ya durch — c^ und multipliciren 
mit (j»"-*^~-^, so kommt: 

(aft)*"-» (ac)<^+*+i 6»''+^+i <--»/'-i F^ Const.X ((/; /•)«", f)*" mod. («6)»"+», 

oder, weil das Glied links wegen (oc)*''+' selbst ^ mod. (o 6)*''+*, so ist: 

((/•, ff', f)'" = mod. (a 6)«''+» , ,t < I . (II) 

Diese Gleichung gilt auch^ wenn n<»4fi; also A «= ist. Es 
fragt sich jetzt nur noch, besteht auch Gleichung (I) für n = 4/i. 
In diesem Falle tritt alsdann kein Factor (acff*"^ neben (ahy^ auf, 
und wir können, um dies zu entscheiden, nicht mehr von dem dort 
benutzten Gliede Gq ausgehen. Wir benutzen vielmehr nun das sym- 
bolische Product: 

welches aus dem Polarengliede Gq = {a hy^-^ a^f+^ 6c ft^A^+i-^ für ^1=^2, 
^2= —Cj hervorgeht Die Reihenentwicklung liefert: 

^0 = (/•, ny+^^ + Const (/•, /)*^^.^^ (:yx) 

+ Con8t.x(/-,n*^+;^,(yar)« + ... 

Hieraus entsteht nach ausgeführter Substitution: 
(a6)«^-i (ac)2^+i (6c)c 62^*-i-?cJ^~i-? = C. ((/*, Z*)»^, O^^+e mod. (a6)«''+« . 

Diese Gleichung besteht, so lange Q ^2fi — I und demnach hat 
man unter dieser Bedingung immer: 

iifj fy^, f)^^'^ = mod. (a6)«/'+«, n = 4fi. (III) 

Ist aber q = 2^^, so existirt kein symbolisches Product P, in 
diesem Falle ist aber ((/*, f^f, fy^*^ die Invariante j^ die sich somit 
in kein anderes symbolisches Product umformen lässt. Nehmen wir 
nun diese Invariante aber mit unter die Moduln auf, so können wir 
die drei Gleichungen (I), (II), (III) in eine zusammenfassen: 

U = ((/", /)«.«, ß^f^-^ = mod. (a6)«''+3, j, (IV) 

wobei nun ^^4^, und 9;^2fi sein kann. 

Nun besitzt jede üeberschiebung U ein Glied 

G = {aiyf'{acy^'Q, 

wo Q die übrigen symbolischen Factoren enthält. Anderntheils ist 
nach Nr. 44 jedes Glied von U durch TJ selbst und üeberschiebungen 
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von Formen darstellbar, die aus (/*, fff*^ = {aUf^' ^^"^^ b^^^ , oder 
f^=^c^ durch Faltung entstehen. Die Faltung von (f liefert aber 0, 
die von (/", f)^f^ einen weitern Elammerfactor (a6). Demnach ist: 

G— ?7=0mod. (a6)2^+2^ 

oder, weil U selbst ^ mod. («6)^'*+^ , j, 

ff = Omod. (a6)2''+% j. 

Alle symbolischen Producte aber mit dem Factor {aVff* {acff^ kann 
man sich aus G durch Faltung mit anderen Formen entstanden denken. 
Daher können wir schliesslich behaupten: 

{aVff* {acff" . E = mod. (a6)2^+* , j, 

wo nun R ein Product von irgend welchen symbolischen Factoren ist. 
Der Eingangs aufgestellte Satz ist sonach bewiesen. Symbolische 
Producte G dieser Art liefern insbesondere die Ueber Schiebungen 
({fjy^ {f, O'^'P'; und demnach ist: 

U, = ((/', /0^^ (A n'^y^' ^ mod. (a6)s."+^ j, 
da wie vorhin so auch hier G — U^ - mod. (a&)^''+^ ist. 

99. Uchcr die Cayleifsche respective Bezout^sche Metliode der Discri- 
minanteiibildung. Die Discriminante einer Form n*®** Grades ist be- 
kanntlich (vergl. auch Bd. I Nr. 173) bis auf einen Zahlenfactor gleich 
der Resultante der beiden ersten Differentialquotienten der Form. 
Anstatt aber die Resultante aus diesen beiden Formen (n — 1)^°^ Grades 
. direct zu bilden, wie dies Sylvester gethan hat, reducirten Bezout und 
Cayley die zwei Gleichungen (n — 1)^^ Grades auf (n — 1) Gleichungen 
(n — 2)**^** Grades und erniedrigten so wesentlich den Grad der Elimi- 
nationsdeterminante. (Vergl. Bd. I Nr. 150 — 152.) Wir wollen nun 
auch auf symbolischem Wege diese Reduction vornehmen, um später 
bei der Discriminantenbildung von Formen vierten, fünften und sechsten 
Grades davon Gebrauch zu machen. 

Angenommen die gegebene Form f=o,^ habe die Doppel wurzel 

a, dann verschwindet sowohl f, als auch f[ und /^ für a; = a, d. h. 

es ist: 

(aay = (1) 

(aay-'^ a^ == 0. (2) 

Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt noch die dritte: 

(aa)"-2 al = A««. (3) 

Denn bildet man die Functionaldeterminante dieser quadratischen Form 
(aa)"~^a^ = c^ mit der linearen Form a , so kommt: 

\ J X X x^ 
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d. h. diese Functionaldeterminante verschwindet identisch. Aus dieser 
Identität (ca) Ca- = ergieht sich unmittelbar durch Coefficientenver- 
gleichung: 

oder: 



Co Ofi ' Co «1^' 



und damit die in (3) ausgesprochene Thatsache^ dass die quadratische 
Form cl proportional ist dem Quadrat der linearen Form a^. 

Irgend zwei der drei Gleichungen (1), (2), (3) liefern also die 
Bedingungen^ dass cc eine Doppelwurzel von f ist; insbesondere gehen 
aus der Identität (2) zwei Gleichungen (n — 1)*^ Grades in a hervor, 
die wir nunmehr nach dem Vorgange von Cayley und Bezout auf 
(n — 1) Gleichungen (n — 2)*®"^ Grades reduciren wollen. Zu dem Zwecke 
ersetzen wir in (2) x durch h^ a durch y^ multipliciren alsdann mit 
6^~* und entwickeln die so entstehende Form in die Reihe (VIII). 
Da in ihr alle ungeraden Ueberschiebungen verschwinden^ so kommt: 

[ 3 ) 

Ersetzen wir hierin wiederum y durch a, so verschwindet wegen 
(2) die linke Seite dieser Gleichung. Wir dividiren alsdann dieselbe 
durch «a: und ersetzen die erste der rechts auftretenden Ueberschiebungen 
durch ihr erstes Glied, indem wir uns die üeberschiebung nach diesem 
Glied und niedrigeren Ueberschiebungen entwickelt denken. Die letzteren 
vereinigen wir mit den nämlichen ohnehin bereits auf der rechten 
Seite vorhandenen entsprechenden Ueberschiebungen, während wir das 
erste Glied von ((/*, /)^, ä^"^)"""^ auf die linke Seite schaffen; so er- 
halten wir: 

WO nun Cq, c^, . . . von den obigen Constanten verschieden sind. Diese 
letzte Identität repräsentirt aber (w — 1) Gleichungen (n — 2)^^ Grades 
in a, und damit ist die gewünschte Reduction bewerkstelligt. Die 
Determinante dieser (n — 1) homogenen Gleichungen für die (n — 1) 
Unbekannten a"""^, a"""^, . . . a^, a, 1 verschwindet identisch, und 
da sie vom Grade 2 (» — 1) in den Coefficienten ist, so kann sie von 
der Discriminante nur um einen numerischen Factor verschieden sein. 
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§ 9. Beweis, dass jede In- und Covariante dnroh ein symbolisoheB 

Froduct darstellbar ist. 

100. Fomiulining der Aufgabe für eine binäre Form. Dass jedes 
symbolische Product, sobald es nur die Symbole in geeigneter Zahl 
enthält, eine simultane Invariante respective Covariante mehrerer ge- 
gebener Formen darstellt, haben wir bereits in § 1 dieses Bandes er- 
kannt. Dies genügte für die bisherigen Untersuchungen. Die nun 
folgenden Untersuchungen erheischen aber die Existenz des umgekehr- 
ten Satzes: Jede Invariante und Covariante einer Form oder eines 
simultanen Systemes von Formen ist durch ein symbolisches Product 
darstellbar; diesen Satz wollen wir nunmehr auf zwei verschiedenen 
Wegen beweisen und nicht nur für binäre Formen, sondern auch für 
Formen mit beliebig vielen Veränderlichen. Dabei können wir uns 
im Beweise auf Invarianten einer einzigen Form beschränken. Denn 
es wird sich einestheils zeigen, dass die Voraussetzung einer simultanen 
Invariante mehrerer Formen den Beweis nur quantitativ und nicht 
qualitativ ändern würde, und was andemtheils den entsprechenden Be- 
weis für Covarianten betrifft, so geht derselbe wegen der Cogredienz 
der Symbolreihen Oj,, — a^] 62; — ^11 ^^^-7 ™it ^®r Variabeinreihe x^^ 
X2 (vergl. Nr. 4) unmittelbar aus dem für Invarianten hervor. Ist 
nämlich O eine simultane Covariante m^"'^ Grades in x der Formen 

f} 9) '^f X ' ' 'f ^^^ 9 =^ 9\^i + 9i^'i irgend eine lineare Form, so ist 
die Ueberschiebung (O, g'^y^ eine Invariante. Lässt sich nun diese In- 
variante durch ein symbolisches Product darstellen, so hat auch die 
Covariante, die ja aus ihr durch die Substitution x^ = — 9%} ^^= g\ 
wiederum hervorgeht, das analoge symbolische Product zum Re- 
präsentanten. 

Es sei nun i eine Invariante fi^° Grades in den Coefficienten der 
Form 

== a* = 6** = c* = . . . etc. 

XXX 

Durch die Transformation 
vom Modul 

^ = {In) 

geht diese Form f über in die Form 

= («,-yi + onVi)' =- (^-yi + ^y^" = ■•■ etc., 
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und wir wissen (vergl. Nr. 3) , dass zwischen den transformirten wirk- 
lichen und symbolischen Coefficienten die analoge Beziehung: 

besteht^ wie zwischen den Coefficienten der ursprünglichen Form: 

Besitzt nun die Invariante der ursprünglichen Form f den Ausdruck: 

so muss gemäss der Definition einer Inyariante der aus den Coefficien- 
ten A von F gebildete Ausdruck 

bis auf eine Potenz des Transformationsmoduls dem ursprünglichen 

gleich sein, d. h. die Bedingung, dass i Invariante, stellt sich dar 
durch die Gleichung 

J=i.jQ = i.(^rj)Q. (I) 

Wir stellen nun die Behauptung auf: ,;Die so definirte Function 

ist durch ein symbolisches Product oder eine Summe solcher Producte 
darstellbar." 

101. Umformimg der Definitionsgleichung (I) einer Invariante. Zu- 
nächst folgt aus der Identität (I), dass i in den Coefficienten a homogen 
und isobar vom Gewichte q sein muss. (Vergl. Nr. 8.) Führt man 
daher in diese ganze homogene Function i der Coefficienten a die 
symbolischen Coefficienten 

a^ :=2 aj-* a* = 6j-* 6* = c»-~* t^ . . . 

ein, so setzt sich i aus einer Summe von Gliedern Gk zusammen^ 
deren jedes die Form besitzt: 

a^ = A^ • aj-* a* • 6j-* &* • • • r'^-'' r^ - 1^-'' t^ • • • 5j-*'5j • • • etc. 

Hierbei ist Ijt ein bestimmter Zahlencoefficient. Ersetzen wir hierin 
nun «i; &i; ^1 , 'i . . . ötc. durch a^, 6^, r^ t^ . , . etc. und ebenso Og , 
&2; ^2 9 ^2 • • - ^^* durch aijy Z^,;, r^^ t,j . . . etc., so erhalten wir das ent- 
sprechende Glied 

Q SS A. a?""* a* • 6?""* 6* • • • rT-" r^ - 1^"" t^ • • • sj-''^* • • • etc. (1) 

der Invariante J. Es enthält q Factoren, die linear in | und ebenso 
viele, die linear in ri sind; daher können wir dasselbe kürzer be- 
zeichnen mit __ 



/ 
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Die Invariante J selbst ist dann dargestellt durch 

'^ = ^^*»»i?r"*%- (2) 

1 

Die Summe rechts ist eine homogene Function mit zwei Reihen 
variabler Parameter | und riy und wir können sie stets symbolisch 
durch 
P%^n = (^^1'^ + f*2*4'^ H h f*,*w|*0^(i/,n(;) + v^n^^ . . . v,nW)^ (2a) 

repräsentiren, wenn wir nur die rechts auftretenden numerischen Grossen 
|x,' und Vi in Verbindung mit den sich ergebenden Polynomialcoefficien- 
ten so bestimmen^ dass ihre jeweiligen Producte mit den in (2) vor- 
handenen numerischen Grossen kk übereinstimmen. 

Führt man diesen Ausdruck jfi:. q^ für Jm die Identität (I) Nr. 100 
ein^ so erhält man: 

1^3? = «•(!'»>. (II) 

An der so umgeformten Identität können wir nun in zweierlei 
Weise den gewünschten Beweis erbringen. Einmal indem wir auf die 
linke Seite (II) die Reihenentwicklung anwenden^ das andere Mal 
durch Anwendung des i^Processes. Der erste Beweis lässt sich nicht 
weiter verallgemeinern, ist aber insofern lehrreicher, als er zeigt, wie 
sich direct durch die Reihenentwicklung die symbolische Darstellung 
einer Invariante ergiebt. Der zweite Beweis ist dagegen der Er- 
weiterung auf ein Gebiet mit beliebig vielen Variabein fähig. 

102. Erster Beweis. Wir hatten in Nr. 81 für eine Form F mit 
zwei Reihen cogredieuter Variabein die Reihenentwicklung 

erhalten. Wenden wir dieselbe auf die linke Seite der Identität (II) 
an, so kommt: 

Pt 3? == ^f^ Jil® n iM)],-" iinf . (iii) 






Diese Reihe ist eindeutig; wenn wir daher den Werth von p? g^ 
aus (III) in (II) eintragen, so müssen beide Seiten Glied um Glied 
übereinstimmen. Da aber rechts alle q — 1 ersten Glieder ver- 
schwinden, so folgt aus 

i)® 

direct: 



2'7^-.+-Ä-c^2);_.(i^)*=i-(iij/ 
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; ; 



(' 



Q ) 

oder 

Die Invariante i stellt sich also zunächst als das symbolische 
Product (joqy dar. Nun ist aber gemäss der Gleichung (2 a) Nr. 101: 

^j = i/j w^^^^ + i/g wj^^^ + • • • + v^ wj'^ 

Ersetzt man daher in (jpq) die Grossen |>i P2 q_i q^ durch diese 

ihre Werthe in w^*^ und n^^\ so geht (pg) über in ^^ fijfci/ji(mn) und 
demnach wird: 

wobei 9i + P2 + (>3 H = Q' 

Jedes Product in der Summe rechts repräsentirt eine q^ üeber- 
schiebung je eines Productes von q linearen Factoren a^, h^ , , . , 
mit einem Product von q linearen Factoren a»;, 6,,. . . Eine solche üeber- 
schiebung ist aber nach Nr. 38 (I) durch Aggregate von symbolischen 
Producten darstellbar, und damit auch die Form (pg)^ = (9 + 1) • t. 

Anmerhjmg. Wir haben diesen Beweis geführt für den Fall, dass 
i eine Invariante von f allein ist. Man erkennt aber, dass die An- 
nahme, i sei simultane Invariante von f, (p, ^ etc., die ganze Be- 
weisführung keineswegs ändern kann, da dieselbe lediglich eine Ver- 
mehrung in der Anzahl der Symbole bewirkt, von der der gegebene 
Beweis aber unabhängig ist. Daher ist auch jede simultane Invariante 
durch ein symbolisches Product darstellbar. 

103. Zweiter Beweis, Die Form p^ q^ ist ebenso wie die Deter- 
minante {l^fjD eine Form mit zwei Reihen binärer variabler Parameter. 
Wenden wir nun auf die Identität (II) Nr. 101 den Process 

an, so erhalten wir gemäss der in Nr. 79 entwickelten Gleichung (II), 
insofern wir die rechte Seite differentiiren: 

QHSli^riy = *9(p + 1) (Sij)<^S 

Oordsn, Inrarianten. IL 8 
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und insofern wir die linke Seite dem gleichen Processe unterwerfen: 

= Q'(pq)pf-^q^-'. 
Die Identität (II) geht also über in: 

Unterwirft man diese neue Identität wiederholt dem gleichen Processe^ 
so kommt: 

(9+ 1)9 • 9{q - 1) • iiny-' -i^-Q*- (9-iy (pqfpr'^' 

und schliesslich nach () maliger Ausführung des .(^-Processes 

(9+1)1 9^'^ = {9^r'(pq)\ 
oder i^' ^-^\(P9)% 

ein Resultat; das mit dem im vorausgehenden Beweise gewonnenen 
übereinstimmt. 

104. Verailgemeinerung des zweiten Beweises] vorbereitende Unter- 
suchungen. Wie schon erwähnt, lässt sich der zweite Beweis auf ein 
Gebiet von beliebig vielen Yariabeln ausdehnen. Es wird genügen, 
denselben auf quinäres Gebiet zu erweitern, da Gedankengang und 
Kechnung, die sich in engster Weise an den ebengeführten Beweis 
fär binäre Formen anschliessen, ganz ebenso im allgemeinen Falle 
sich gestalten. Sei also 

/•= a» = (a^Xi + OsjÄJg + «8^3 + ^4^4 + ösa^f,)" = 6" = etc. 
der symbolische Ausdruck einer ganzen homogenen Form mit fünf 
Variabein, und i = x{a) sei irgend eine Invariante .derselben, darge- 
stellt in den unsymbolischen GoefGcienten a von f. 

Wenden wir auf f die Substitutionen an 

^1 = SiJ/i + ViVi + tiVs + ^1^4 + '^iVb 



(I) 



^6 = hvi + %y2 + ^Vs + hy± + ^^5^5 

so geht die ursprüngUche Function f über in die Form 



= By = Cy = etc. 



Waren demnach in f die nicht symbolischen Goefficienten a dar- 
gestellt durch 
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aio^ra^ör*«!«?»:«^ k = 9 + ti + v + 0, 



so ist in der transformirten Form F der entsprechende Coefficient 



kQfiva 



'^-$ 



Da femer der Transformationsmodul durch die fünfreihige Determinante 

5l 62 63 §4 §5 
Vi % V3 ' ' ' 

Sl 



(|l?gAT) = 



T.> 



= ^ 



dargestellt ist, so wird im quinären Gebiete der analytische Ausdruck 
für die Definition einer Invariante:' 

J-=i(|ijUr)?. (I) 

Dabei ist also i genau dieselbe homogene Function in den Symbol- 
reihen a^Oj, . . . ag; ^i&g . . . 65; . . . etc., welche J in den Symbol- 
reihen atatja^aiOt] htbtjh^hxht] . . . etc. ist. Jedes einzelne Glied Gk 
von J ist homogen von der q^^ Dimension jeder der fönf Variabein 
^71 tkt, und wir können es daher wie früher symbolisch darstellen 
durch _ 

WO Ajb ein Zahlencoef&cient. 

Daher lässt sich auch die Summe aller dieser Glieder^ d. h. die 
Invariante zunächst durch den symbolischen Ausdruck 

wiedergeben. Die Identität (I) kann also auch in der Form ge- 
schrieben werden: 

j)/2f^wf wf Ä:J = i(|i2 5^^>- (H) 

105. Der Sl-Process für eitle Form mit beliebig vielen Varicibeln, 
Auf die zuletzt erhaltene Identität wenden wir nunmehr den i$2-Process 
an. Derselbe lässt sich^ von einem Zahlenfactor abgesehen, für fünf 
Reihen quinärer Variabler symbolisch durch die Determinante 

df df df df df 



ilif) = 



^i^ 


dU 


ai» 


dU 


dU 


df 


df 








• 


dVt 

• • 


• • 


m 


. 


• 

df 


• • 


• • 

df 


• 


df 



dt, dt^ dx. 



dz. 



8' 
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darstellen y analog wie wir ihn für Formen mit zwei Reihen binärer 
Variabler durch 



ß(/-)^ 



^f 


df 


96. 


96, 


n 


9/- 


a»?, 


9»?, 



charakterisiren konnten. Dabei ist wie hier ein Determinantenglied 
nicht als Product von fünf ersten Differentialquotienten aufzufassen^ 
sondern als ein einziger fünfter partieller Differentialquotient. Es 
fragt sich nun, in welcher Weise verändert sich die Identität (II), 
wenn wir die beiden Seiten derselben dem so definirten Processe St 
unterwerfen. Wir erledigen die Frage schrittweise. Zu dem Zwecke 

unterwerfen wir die Identität (II) zunächst den Operationen ^> ^ 
und pT-ö— ; indem wir uns alle übrigen Variabein constant denken. 

Aus der linken Seite erhalten wir durch die erste Operation: 
die rechte Seite aber geht, abgesehen vom Factor e, über in 

also 

Ganz ebenso liefert die Differentiation 

während die gleiche Operation auf der linken Seite ausgeführt, das 
Resultat: 

äirl^, = p* --pr* • ^T' »"f "S H -p, 9, (4) 

ergiebi Subtrahirt man nun die vierte von der ersten Gleichung, so 
erhält man: 

Subtrahirt man ebenso die dritte Gleichung von der zweiten, so kommt 
«(^,-,(»-l)^-.(||.^<-|f_.|^l (6) 

I ^0-1 ( 9'^ a»^ 1 



Processe für inyarianie Bildungen. 117 

Nun sind aber -öt-j ^— » ^-j ö — nichts anderes als Minoren erster, 

bezw. zweiter Ordnung von zi, welche zum Elemente §/, iy,-, bezw. 
zum Producte 1,-17« gehören^ und man weiss aus der Lehre von den 
Determinanten einmal, dass 

a«z/ ^ _ a^i _ 

und ebenso, dass -öt- • -07- • 3— mchts anderes ist als der Minor 

' aji aij, as, ai?i 

n — 2 SB 3^ Ordnung der zu ^ adjungirten Determinante , dass also 
der Werth dieses Ausdruckes dargestellt ist durch (vgl. Nr. 88; Bd. I) 

' aSi ai?8 

Trägt man also die so erhaltenen Werthe in (6), so reducirt sich der 
Ausdruck auf: 

oder: 

aijo) = p (p + 1) . z/*-> . g|i^-. (7) 

Durch Comparation der mit i multiplicirten Gleichung (7) mit der 
Gleichung (5) erhält man sonach 

106. Wir tmtersuchen nun weiter die Wirhang des Ü-Processes, 
wenn auch noch die Variable g mit herei^ngezogen tvird, so dass nur mehr 
rj und t als constant betrachtet werden. Zu dem Zwecke differentiiren 
wir die Gleichungen (I) von Nr. 105 partiell nach ^ und erhalten auf 
der linken Seite: 

9' ' ]?T' «T' *^r' ^5 *? (Pi «2 - 9iP,) ' ^s y (8) 

auf der rechten Seite dagegen: 

^,.(, + 1) (, - i).^^«.^^.|f + i.p.(9 + i).^^^-^-j^^;^^ . (9) 

Hieraus entsteht durch cyklische Yertauschung der Zahlen 1, 2, 3 

zunächst aus dem Producte (8) 

p3 . j^i gpi ^^1 nl ^ (p^ q^ - q^p^) m^ , (10) 

und 

Q''p^'q^'mf'^ni^(p^q^ — q^p,)m^. (11) 

Im Ausdrucke (9) bleibt bei dieser Vertauschung der zweite Term 
seinem Werte nach unverändert, da öt-q — oir» öf-q — öt"> ö^c> — öt- 
die nämlichen Unterdeterminanten inclusive Vorzeichen repräsentiren. 
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lu dem ersten Term ersetze ich vor der cyklischen Vertauschung 

das Product 

. d^d dJ 
/ß . . — 

gemäss den Gesetzen über die Minoren adjangirter Determinanten 
(vgl. Bd. I, § 7 Nr. 87 und 88) durch: 

ag, ' 'dri\) 






Hs' 



(12) 



woraus durch cyklische Vertauschung die Ausdrücke entstehen: 



dd 



V^Ss ' ^Vi Hl ' driz) ' Oft 



(13) 
(14) 



Addirt man nun die durch cyklische Vertauschung für die linke Seite 
erhaltenen Resultate (8); (10), (11); so erhält man: 

Pl Pi Ps 

£^(J^ri^)=Q''PT'^''^V'^i^t' 2i q, q, 

m^ m^ m^ 

Auf der rechten Seite findet sich nach vollzogener Addition einmal 
das dreifache des zweiten Terms von (9), sodann aber als Factor von 

* * 9 • ((> + 1) (p — 1) -^^"^ die Determinante 

dd od dd I 
di, H, H, 
dd_ dd dd_ 
drii dri^ d% 

cd dd dd 
H, Si, tft3 

welche als Minor zweiter Ordnung der zu ^ adjungirten Determinante 
den Werth besitzt 



/fl ' 



d^d 



Substituirt man also diesen Werth und setzt die beiden Seiten einander 
gleich, so erhält man endlich: 

^{J^nO = Q^ ' p^r' q^^ m(^^ nm - (pqm) 

d^d 



oder: 



=:i.p.(() + l)(() - l)z/?-l 



d^d 



d'd 



Q''P'r'^''^V''^H(P^'^)-i'Q<Q + ^)(9 + ^>^'^'^^^^^ (II) 
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Aus dem Besultate (I) Nr. 105 und dem soeben erhaltenen (II) geht 
nun das Gesetz der Wirkung des i^-Processes auf eine Form mit be- 
liebig vielen Variabeln hinreichend klar hervor. Man erkennt^ dass 
dasselbe; ausgedehnt auf alle fanf Variablen^ durch den Ausdruck ge- 
geben ist: 

Q^ ' P^^ Q^^ ^^* wf"^ *?"^ {pqmnk) 
= i . p (p -f 1) (() + 2) (9 + 3) (p + 4) i^nUr)^' . (III) 

Unterwirft man nun (III) abermals dem i$2-Process, so kommt: 
= i . p . (p - 1) . (p + 1) • (> • (^ + 2) (p -f 1) . . . (gi?eAr)e-^ 



Wiederholt man daher den Process pmal, so ergiebt sich endlich die 
Identität: 

XQ') ' {pq^nk)9 = q\ - -j 2l 3] ir~ * 

oder ganz allgemein für m beliebige Variable 

(p!)- (pqmnk . . .)^' = p! -jr" ^^-^ ' ' ' ^^ i jT- *• (^V) 

Dadurch ist der Beweis erbracht, dass die Invariante i einer Function 
von beliebig vielen Variabein sich symbolisch durch ein Product von 
Elammerfactoren oder eine Summe solcher Producte darstellen lässt. 
Der Beweis gilt auch noch, wenn i simultane Invariante mehrerer 
Formen mit beliebig vielen Variabein ist, 

§ 10. Partielle Differentialgleichungen für Co- und Invarianten. 

107. Aufstellung der DifferenticUgleiehungen, denen eine Invariante i 
einer einzigen Form f==a^ genügt. Wir hatten im § 1 als Definitions- 
gleichung einer Invariante die Gleichung aufgestellt: 

/ = (ivy • i ■ (I) 

Hiebei war p das Gewicht der Form i, und J genau dieselbe ganze 
und homogene Function in den Coefficienten 

der linear transformirten Form J?" = -4'* , welche i in den Coefficienten 



y 



ai = «i*-* «2* 



der ursprünglichen Form /'=a]J war. Diese Definitionsgleichung (I) 
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muss demnach die Quelle für die zu ermittelnden Differentialgleichungen 
bilden. Ihre rechte Seite giebt auch zugleich den Weg an^ den wir 
hiebei einzuschlagen haben. Denn während i von den vier willkür- 
lichen Transformationsparametem 1^ 1^ Vi Vi v511ig unabhängig ist, 
ist der andere Factor ^^ s» (gi})^ eine vollständig bekannte Function 
derselben^ für welche wir sehr leicht Differentialgleichungen aufstellen 
können. Man hat nämlich, wie man unmittelbar erkennt: 



Vi + -^V2=^ 



dd 



di. 



p Si + 1^ i> = 

^ — Vi "T ä — '^a = -^ 



(A) 



Und diese vier Gleichungen zeigen uns nun, wie erwähnt, die Rich- 
tung an, nach welcher wir behufs Aufstellung unserer Differential- 
gleichung zu gehen haben. Denn indem wir nun die Definitions- 
gleichung (I) den durch diese vier Gleichungen definirten Processen 
unterwerfen, erhalten wir unter Benutzung der unter (Ä) gewonnenen 
Resultate: 



dJ , dJ ^ 



dJ fc ^^ dJ 



2 







dJ , dJ r 



(1) 



Nun ODthält aber J die Grossen | und ri nur in den festen Verbin- 
dungen: 



3, = a|-«a; 



A=«r*< 



(B) 



und demnach sind in dem Gleichungssystem (I) die Differentiationen 
zunächst nach den Grossen At auszuführen, so dass dieses System 
auch in der Form geschrieben werden kann: 
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* = n 

V 



dJ /dA, 



dÄ. \ 






V 



dJ (dA 



^ dA, 



( 






^ dJ (dAj^ 



J^ dA 



T V 



dA 

drii 0% 



) 



-ntj^ifJ 











(11) 



Da jedoch, wie in Folge der Beziehungen (B), theils direct der 
Euler'sche Satz, theils auch ganz einfache Rechnung ergiebt: 



dA, 



dA 



i?i + ät- % = (« — *) ^*+i 



dA^ dA^ 



JcAk-i 



drii ^ 

dA^ dA^ - 

so nehmen die Gleichungen (II) unmittelbar die Form an: 



^ 



dA, 
1 dJ 



y_in-h).Ä,+^^==0 



2 



h - Äi-l -^=r 

dA, 



> • 







k • Ak -=- = gj 

dA, 



(11.) 



Sie gelten für jeden Wert von 5 und ti ; also auch für g^ =ijg= 1, ^=r^^ = 0. 

Für diese Werte geht aber Ak in ak und demnach J in i über, so dass 
endlich die gesuchten Differentialgleichungen in der Form sich ergeben: 



n ^ a„ + (n - 1 ) |i a. + (n - 2) ^ o, + 
ooo da^ da^ 

n -:r- «1 + (n — 1) -=- o, + (n — 2) -^ Oj, 4- 



^»0 

^ di — . 



o ^» — I 

2 ^-- «a + 

da^ 



da, 
da. 



==0 
= 



> • 



(III) 
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Dieses System von partiellen DifferentialgleichuDgen , denen jede In- 
variante i einer Form f^^cb^ genügt, gab bereits Cayley im 47. Bd. 
des Crelle'schen Journals. 

Änmerhing. Addirt man in dem Systeme (III) die erste mid 
vierte Gleichung; so erhält man: 

2gi — di . ~ di , — di . —dt • 

— == ^0 ;-^ + «1 ^^ + «2 ;^ H ^« ^^ • 

n ca^ öOi oa^ öa^ 

xlndemtheils ist nach dem Euler'schen Satze, wenn ft der Grad der 
Invariante i in den Coefficienten von f ist, 

— 3» , — di t ~ di . — di 

f** = »0 r=- + «1 ^^ + «2 ^=^ H «« 7^ • 

oa^ oa^ oa^ oa^ 

Hieraus folgt für das Gewicht p der Invariante i die Beziehung: 

u, . n 
9 2-- 

Da Q stets eine ganze Zahl ist, so lehrt diese Gleichung überdies, 
dass Formen f ungeraden Grades in x nur Invarianten i geraden Grades 
in den Coefficienten von f besitzen können. 

108. Das System der Differentialgleichungen ist ein vollständiges. Be- 
zeichnen wir diese vier Gleichungen (III), indem wir noch in der Gleichung 
(1) und (4) die Grösse gi auf die rechte Seite schaffen, mit Äi*=0, 
-4j = 0, ^3 = 0, -4^ = 0, so können wir, wie Glebsch zuerst be- 
merkt hat^ zeigen, dass dieses System von Differentialgleichungen ein 
vollständiges ist, d. h. dass die Anwendung der Differentialgleichungen 
auf einander in der Weise, wie sie z. B. durch 

A, (A,) - A, (A,) = 

angedeutet sein mag, zu keinen neuen Differentialgleichungen führt, 
sondern nur auf lineare Combinationen der bereits vorhandenen. Es 
wird genügen, dies an einem Beispiele zu zeigen, indem wir i etwa 

als eine Potenz der Discriminante a^ a^ — a^^ einer quadratischen Form 
annehmen. Wir haben dann: 

^1 = 2 -^ ao + -^ «1 — 2i = 
^2'==2-t^ai-f -^ a^ =0. 



Folglich wird 
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= ^, (A,) - A, (A,) 

a r„ at - , at - -1 o r„ ^» - i ^* - 1 

- L da, _ da, J _^_- L da, _ 8a. ^ _2i^^^-^^J^.^-^-] 



2a 



ar2 4i5,+|^ä,.-2i1 ar2|i-ao-f|?-ä,-2il 

= 4ao«iT-i + ^^0^2 .- .- + ^< ■^-^=- + öi«8T-7 
Otto* ca^y doi oa^dUi öoi' 

4~ ' di o~ • a* 
- 4aoai -rr-j - 2aoa8 -_ --_ 2ai« ^- T-" - «1^2 ö-" 



2 



= -2iJ2-^äi +-:^^) + 2(-J-ai+-^a, 

[ OOq da^ ] ia<lo oa^ 

Man erkennt, dass die ganze rechte Seite sich reducirt auf 

= — 2i ^2 + 2^ = 2A^ • (1 - i), 

d. h.. die Differentialgleichung A^ {A^ — A^ {A^ = ist dieselbe, wie 
A, = 0. 

Den allgemeinen Beweis hat Clebsch in seinen ,,Binären Formen'^ 
Seite 310 gegeben. 

Anmerkung, Zu den vier Differentialgleichungen tretfti nur dann 
neue hinzu, wenn es sich darum handelt, specielle Invarianten zu 
charakterisiren. So hat Brioschi noch specielle Differentialgleichungen 
aufgestellt, um Discriminanten und Resultanten zu charakterisiren. 
(Vgl. auch die Untersuchungen Nöther^s in Faä di Bruno, übersetzt 
von Walter, Seite 275.) 

109. DifferenticUglekhungen für simultane Invarianten und Co- 
varianten. Es hat nun keine Schwierigkeit, ein System von Differen- 
tialgleichungen für simultane Invarianten i direct anzuschreiben. Ist 
nämlich i simultane Invariante der s Formen 

von den Graden w^, n^, nj, ... n, in o;, welche bezw. die Coefificienten 
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a('), aW, o«), 



«(•) 



besitzen ; so geht aus der ganzen Ableitung dieser Differential- 
gleichungen direct hervor, dass sie für diesen Fall die Gestalt an- 
nehmen müssen: 



X =« 






I==s 



).o 







' ■ äl?i ~<' + 



'■£«'"'"+ 



) 



9* 



(IV) 



Da man nun an Stelle jeder Goyariante*) eine Invariante einführen 
kann, bei deren Bildung das simultane System um ebensoviel lineare 
Formen vermehrt ist, als Reihen v«n Veränderlichen in der Covariante 
existiren, so genügt jede Covariante ebenfalls einem simultanen 
Systeme (IV) von Differentialgleichungen. Will man in ihnen die 
Glieder absondern, welche die Differentialquotienten nach den Ver- 
änderlichen enthalten, so denke man sich einen Augenblick die 
Goefficienten l^*'> der linearen Formen an Stelle der Variabein ein- 
geführt. Dann treten links den vier Gleichungen entsprechend die 
Summen auf: 



di 



di 



di 



di 



2^'^i' 2^^^t' 2^^^' 2^*ai, 

oder, wenn wir nun wieder \ durch x^^ und \ durch — x^ ersetzen: 



di 



^'^«av 2 



a?i 






- V 



X. 



di 



^ •"« dx^ ' ^ •"! dx^ 



y^. 



di 



oder endlich, wenn i vom Grade 2vi in den verschiedenen Variabein- 
reihen ist, gemäss dem Euler'schen Satze: 



'^''^-^^'^^k' 



~ V 



X, 



di 



^ di 



di 



^ *' 8«, 



*2''" " ^"'^ ^ 



*) Vgl. aach Clebsch, „Binäre Formeii*^ S. 315 und diese VorleB. Nr. 100. 
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Das System (lY) der Differentialgleichungen nimmt also^ wenn man 
dort noch q -j- ^v durch q ersetzt^ für Covarianten auch die For- 
men an: 



* «,-1 



di 



dt 



22("--'>5|< -2''M 



% • Q 



1 

10 * » 

a Hg 

22 

1 1 

S flg 

22 

1 1 



> • 



di -r. 



di 



*ii<^.-2;^8^ 



= 






^^. 






(V) 



Ist nun i von den Graden fx^, f^ . . . ft« in den Coefficienten der 
Formen f^^^ f^ • • • f^y so erhält man durch Addition der ersten und 
letzten Gleichung nach Anwendung des Euler'schen Satzes: 






^ ^,v/ - ^Vi I =9 



•n 

X 



Ist insbesondere 5=1, also i Covariante einer einzigen Form /*= c^ 
mit einer Reihe von Variabeln, dann besteht wiederum zwischen Ge- 
wicht 9, dem Grade 1; in a^^ dem Grade fi in den Coefficienten die 
Beziehung 

Daraus erkennt man^ dass Formen ungeraden Grades keine Covarianten 
besitzen ; die gleichzeitig ungeraden Grades in den Coefficienten und 
geraden Grades in den Variabeln sind^ oder utDgekehrt. 

110. Die Differentialgleichungen (IV) resp. (V) sind nickt nur noth- 
wendig, sondern auch hinreichend zur Definition einer Invariante, resp. 
Covarißmte, Wir haben bisher gezeigt, dass jede ganze homogene 
Function i, welche der Gleichung 

J^i-^U)" (I) 

genügt; stets ein System von Differentialgleichungen befriedigt. Es 
lässt sich nun aber auch umgekehrt der Beweis liefern, dass jede 
Losung i der Differentialgleichungen (IV) eine Invariante ist, d. h. 
dass für sie die Relation (I) besteht, in welcher J aus i durch die 
Yertauschung von a^ mit a^, a^ niit at^ etc. hervorgegangen ist. 
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Um diesen Beweis zu erl^ringen^ nehmen wir an: J sei eine ganze 

homogene Function der Goef&cienten -4^ = a?"~*a* etc.; welche dem 

Systeme (IV) genügt, oder also, was dasselbe ist, dem Systeme (I). 
In gleicher Weise sei K eine beliebige zweite Losung dieser Gleich- 
imgen (I). Dann bestehen zunächst die beiden Systeme von 
Gleichungen: 

äiV 5> + äi; ^ =■ <••' äs: «» + Ffe «« °= «»^ 

dJ , dJ ^ dK . dK ^ 

(1) äi; ''1 + Fi; '»« = ^ (2) äi: ''' + äi; '»* = " 



dJ , dJ T dK , dK j^ 

Multipliciren wir das erste »mit K, das zweite mit J und sub- 
trahiren je zwei in gleicher Zeile befindliche Gleichungen von einander, 
so bekommen wir, wenn wir die erhaltenen Differenzen noch mit K^ 
dividiren: 









K} 




I.+ 






= 








K* 




1?,+ 




,dK 

- % = 


= 0, 


Setzen 


wir 


hierin: 






J 
K~ 


' jLj , , , 






so kommt: 






















+ 


dL . 


= 0, 


dL 


, dL 


= 






dL y 


+• 


dL t 


= 0, 


dL 


, dL 

+ dn, 1* 


= 0. 



(c) 



(1) 

(2) 

Jedes der beiden Gleichungssysteme (1) und (2) ist homogen in den 
Differentialquotienten; da die Determinante (gi^) nicht verschwindet, so 
haben sie nur die identischen Losungen (vgl. Bd. I, Nr. 96 und 97) 

^ = — = — = — = 

d. h. die Grösse L ist von | und ti unabhängig. Nun ist aber K eine 
beliebige specielle Lösung der Gleichungen (I), also etwa gleich ^^, 
von welcher wir wissen, dass sie eine solche ist. Benutzen wir die- 
selbe, so ist wegen (c) 
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Setzen wir hier, da 51^162^2 beliebig sind, gj = 1, % = ly I2 = Ö> 

i?2 = 0> so geht ai über in a^, ai} in ag, ^ in 1, und J in », so dass 

wir erhalten 

L = i, 

d. h. jede Lösung der Differentialgleichung (IV) genügt der Relation 

so dass dieselben in der That nur Invarianten definiren. 

111. Begriff der Evectante. Wir können die Differentialgleichungen 
für Invarianten auch direct aufstellen, ohne dabei von der Transfor- 
mation Gebrauch zu machen. Zu dem Zwecke führen wir aber zunächst 
einen neuen Begriff ein, nämlich den der Evectante. 

Wir haben schon mehrfach von dem Satze Gebrauch gemächt, 
dass man in einem symbolischen Producte jederzeit a^ durch x^ und 
a^ durch — x^ ersetzen darf, wodurch die Invarianteneigenschaft des- 
selben nicht aufgehoben wird. Nun ist nach dem Euler'schen Satze 

di — , di — X d% — , di — 

Ersetzt man jeden zweiten Factor at der Summe rechts durch sein 
Symbol aj, a^-'^a^^ a]"**a^, und in diesen Symbolen wieder a^ durch 

rr^, a^ durch — x^, so erhält man als Resultat dieser Substitutionen 

die Covariante 

^x 8 o 2 1 o ' 2 1 o 

da^ oa^ oa^ 

oder «** = ^ (— 1)* • icj—* • a# • ^^ • 

^ -^ ^ ^2 1 ^^^ 

Man nennt diese Covariante Evectante von i, und zwar die erste 
Evectante, insofern i nur einmal nach den Coefficienten ajc differen- 
tiirt wurde. 

Die r^ Evectante entsteht alsdann durch r-malige Wiederholung 
des angegebenen Processes. 

112. Beispiel: Die Discriminante der quadratischen Form a^ ist 

{aiy = 2 («0 äg — äi«) = i; 

also ist nach dem Euler'schen Satze: 
o- r di — , di — , di —~\ V di 9 i di , di ol 

und somit, wenn man rechts a^ durch x^^ Og durch — a^^ ersetzt: 
d. h. die erste Evectante der Discriminante ist die Form selbst 
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2) Die Discriminante der cubiscben Form a| ist 

folglich ist 

4d% 9 I di o I ^^ 9 1 dt o 

Oüq oa^ 0^ oa^ 

demnach 

pl=[(2ao V + 4V — Gaia^a^)x^^ + (ßaQä^a^'-l2ä^^a^ + 6a, äg*)^^! 
+ (12aQa2*— Gaoaiaj— 6ai*ag)a;2a:i*+(2a^j*a3— 6aoa,ag + 4ai')a:i']2 

Diese Evectante ist aber nichts anderes als die Covariante dritten 
Grades von /* «» a| ; welche auch als Fonctionaldeterminante von f mit 
der Hesse'schen Form von f sich ergiebt. (Vgl. Nr. 37.) 

113. Symbolische Darstellung des Evedantenprocesses. Betrachten 
wir die beiden gegebenen Beispiele näher ^ so sieht man: durch den 
Evectantenprocess wurde aus (ahy die ursprüngliche Form /"=2ax=26x • 
Dieselbe entsteht auch direct aus (aby, indem man einmal die Symbol* 
reihe a^^ a^ durch Xi, — x^, und dann aber auch die Symbolreihe 2^,, b^ 
durch rCj, — iCg ersetzt. Die erste Operation giebt ein Glied g^^ die 
zweite ein Glied g^y und es ist 

f'=^9i+9,^hl + ai = 2al = 26J . 

Ebenso erhält man im zweiten Falle durch successive Vertauschung 
der vier Symbole a, b, c, d mit den Variabein x^ und — x^ vier 
Glieder g^ g^ g^ g^, und zwar, da alle vier Symbole vollständig symme- 
trisch auftreten, so ist: 

9x+9i+9z + 9i==^ ^9x = ^9% = ^9z = 4<74, 
also ist 

p^ = 4 {aby {cb) cl a^ . 

Wir schliessen: ,,Die erste Evectante entsteht aus der Invariante fi}^ 
Grades, indem wir aus ihr fi Glieder g^ g^ -^gfi dadurch bilden, dass 
wir immer je eine Symbolreihe durch die Variabeinreihe der x er- 
setzen, und dann die Summe aller Glieder nehmen.'^ (Vgl. auch die 
Wirkung des Aronhold'schen Processes an einem symbolischen Pro- 
ducte, Nr. 60.) 

114. Umformung der Differentialgleichungen für Invarianten, Wir 
können nun die Differentialgleichungen (III) Nr. 107 für Invarianten 
auch in kürzerer Form schreiben. Vergleicht man in der Identität 



k 
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die Coefficienten gleich hoher Potenzen von x, so erhält man: ^ 

i^UPi-^ = ^ (- 1)^ 

k 

Tragen wir diese Werthe der Differentialquotienten in die Gleichungen 
(III) Nr. 107 ein, so kommt: 

9» =2' (" - *) (*) (~ ^^ """* ^'^'^' 
=^»(*'t')(-i)*or*«5i^i';^> etc. 

oder: 

0= wa^PaCpa)""^ 
pi= + na2i), (|)a)'— V 

Dieses System (YI) lässt sich noch kürzer in die beiden folgenden 
Gleichungen zusammenfassen: 

2Qi 



(VI) 



= ^i = (pay ] ^yjj^ 

Die erste derselben ergiebt sich direct durch Addition der ersten 
und vierten Gleichung des Systemes (VI). Sie lehrt: 

„Die n*® Ueberschiebung der ursprünglichen Form /*=«* mit 
der ersten Eyectante einer ihrer Invarianten i liefert wiederum 
die Invariante i.^ 

Die zweite der Gleichungen (VII) erhalten wir, wenn wir die vier 
Gleichungen (VI) der Reihe nach mit — x^x^, x^^ x^^ x^x^ multi- 
pliciren und addiren. Sie lehrt: 

„Die (n— 1)** Ueberschiebung der ursprünglichen Form f=^a^ 
mit der ersten E vectante einer ihrer Invarianten ist identisch null.'^ 

115. Evedanten von Conibinanten. Ist i eine Combinante der bei- 
den Formen f^^a^, 9 = «"> genügt also i der Gleichung 

*^-2'f^«*=2'I^«*==o, (1) 

so liefert die n^ Ueberschiebung der ersten Evectante von i über eine 
der Grundformen nicht mehr «, wie im vorigen einfachen Falle. Viel- 
mehr hat man nun: 

(pay = {pay = 0; (2) 

denn es ist: pl =^ (- 1)* ^ x\ a^;-* , 

k 
Qordftn, Inyariantan. H« ^ 
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Substituirt man den Werth dieser partiellen Differentialquotienten 
in (1), so erhält man: 

Eine solche Combinante ist insbesondere die Resultante jR/,^ der 
beiden Formen f und 9. Für sie können wir die Richtigkeit der 
Gleichung (2) auch noch in anderer Weise zeigen, wodurch zugleich 
auf die Combinanteneigenschaft von Rf^,p ein neues Licht geworfen 

wird. Man weiss nämlich (vergl. auch Bd. I Nr. 164), dass die par- 

düf „ 
tiellen Differentialquotienten — i^ den Potenzen der gemeinschaft- 

b 

liehen Wurzel | = — ~ von f und y proportional sind. Ersetzt man 
also in der Evectante 

dementsprechend die Grössen — 1~ durch c-(-- 1)* •!""*, so kommt : 

Folglich ist: 

Da aber q>(x) für die gemeinschaftliche Wurzel ic= 5 verschwindet, 
so ist 9>(S) "==" und damit 

(9, pY = 0. 

« 

Ist nun aber jj = r* neben /* = «* und y = «^ eine dritte Form, 
die gleichfalls für rp = | verschwindet, so ist auch 

(x^py=c-{x,i''y = o. 

Es ist aber: 

Demnach ist auch: 

*i?/,y = 0, 

wobei nun die Incremente durch die Goefficienten einer völlig fremden 
Form % ersetzt werden, für welche nur die Bedingung besteht, dass 
sie mit f und 9) eine gemeinschaftliche Wurzel | besitzt. Wir werden 
später von diesem Satze Gebrauch machen. 

116. Zweite Methode fsur Aufstellung der Differenticdgleichungen für 
Invarianten. Das in Nr. 114 erhaltene System (VII) von Gleichungen 
ist nur eine andere Form des Systemes der Differentialgleichungen 
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(III) Nr. 107 für Inyarianten. Indem wir dasselbe direct aufstellen^ 
erhalten wir einen zweiten Beweis^ dass alle Invarianten gewissen 
Differentialgleichungen genügen müssen. 

Die Aufgabe ist^ die Richtigkeit der beiden Gleichungen nachzu- 
weisen 

(i>, ff-' = 



(A) 



Nun ist die erste Evectante p von i eine Summe symbolischer 
Producte g^ welche entstehen^ wenn jede der ft Symbolreihen a, resp. 
hj c , , . etc. durch x ersetzt wird. Es ist also: 

1 

Anderntheils entsteht aber die n^ Ueberschiebung zweier Formen^ 
indem man umgekehrt die Variabeln x^ x^ durch Symbolreihen o^, — «i, 
resp. ig? — 6i etc. ersetzt Beide Operationen hinter einander ausge- 
führt, der Evectantenprocess und der Ueberschiebungsprocess, ändern 
also das ursprüngliche symbolische Product nicht; jedes Glied der 
Summe (2) geht durch die Ueberschiebung wieder in i über, so dass 
man in der That erhält: 

Was nun die zweite Gleichung betrifft^ so gestaltet sich ihr Be- 
weis folgendermassen. Es ist wiederum zunächst 

1 

Jede der (i Ueberschiebungen rechts besitzt n Terme. Denn ist 
2* ^' 9\ jenes Glied der Evectante^ das entstanden ist, indem man 
für die Symbolreihe a die Variabein x einführte, so entsteht nach den 
Gesetzen der Ueberschiebung (^j, Z*)"""^ dadurch, dass man in immer 
andern und andern (n — 1) Factoren erster Art von g^ umgekehrt x^ 
und x^ durch a^, — a^ ersetzt, was bei n Elementen nur auf n Arten 
möglich ist. Die Summe rechts enthält also n^ii Terme, wobei n-fi 
jedenfalls eine gerade Zahl ist, wie aus Nr. 107, Anmerkung hervor- 
geht. Jeder der n-fi Terme enthält zwei und nur zwei Factoren 
erster Art, da f sowohl als jedes Glied gi vom Grade n m x ist. 
Man kann einen solchen Term auch erhalten, indem man z. B. in der 
Invariante i in einem Elammerfactor (fta) die Symbolreihe a^, a^ durch 
— ^27 +^1 ersetzt und das so entstehende symbolische Product mit 
a« multiplicirt, so dass also (6 a) durch hx ax ersetzt wurde. Es tritt 

9* 
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aber alsdann bei dieser Bildung der n-fi Terme, die ja völlig sym- 
metrisch erfolgt, jedenfalls auch noch ein zweiter Term aeben dem 
eben erwähnten auf, der entsteht, wenn in demselben Elammerfactor 
(ba) von i die Symbolreihe h^ b^ durch — a;g, Xi ersetzt und das 
so entstehende symbolische Product mit hx multiplicirt wird. Da 
dieser Term aber bis auf das Vorzeichen mit dem vorhin erwähnten 
übereinstimmt, so sieht man, dass je zwei der n*ft Terme sich gegen- 
seitig aufheben, d. h. dass 

was wir zu beweisen hatten. 

Wir haben somit durch reine Invariantenprocesse die Existenz 
der Gleichungen (A) nachgewiesen, welche das System der Differential- 
gleichungen (III) nach jeder Richtung ersetzen, und da jener Satz in 
Nr. 108, dass dieses System von Differentialgleichungen ein voll- 
ständiges ist, zu seinem Beweise nur Processe der Invariantentheorie 
benutzt, so dürfte es jedenfalls möglich sein, auch ihn durch ein rein 
algebraisches Aequival^nt zu ersetzen. 

117. Umformung einer Belation F{Ai) = in 

^ [ (ah) Cr + (bc) a^ + (ca) b^}tpi = 0. 

Zum Schlüsse noch eine Anwendung des Evectantenprocesses. Ich 
habe bereits in § 1 an einem Beispiele gezeigt, wie sich eine in 
Coefficienten und Variabein homogene Relation F(Ai) = von sym- 
bolischen Producten At in die Gestalt bringen lässt 

2 {iab)cx + (bc)a, + {ca)b.} = 0. 

Die Möglichkeit dieser Umformung wollen wir nun für eine beliebige 
Relation F{A^ = nachweisen. Wir betrachten F{Ai) als Covariante 
fi^^ Grades in den Coefficienten einer Form /' == a* = fc» = etc. ; 
da sie identisch verschwindet, so verschwinden auch die partiellen 
Differentialquotienten in der nach dem Euler'schen Satze gegebenen 
Darstellung: s;,d(^FiA,)) _ 



und demnach auch die erste Evectante dieser Covariante 

Nun erhält man diese Evectante auch, wenn man in F(Ai) der 
Reihe nach das Symbol a, b, c etc. durch y ersetzt; es ist also: 

mssa|6, . . . 
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Hiebe! ist es gestattet, nachträglich rechts im zweiten, dritten, etc., 
letzten Posten, a mit &, resp. a mit c, etc. zu vertauschen, so dass 
in keinem Gliede mehr das Symbol a auftritt. Wir setzen nun voraus, 
dass sich einfachere Relationen F{Äi) — also insbesondere solche, 
welche mindestens ein Symbol a, l, etc. weniger besitzen, oder solche, 
welche durch Spaltung in zwei Factoren, deren einer mindestens ein 
Symbolfactor r« oder (jpg) ist, sich auf einfachere Relationen reduciren, 

— stets in die Form ^ {(ciV)Cx + {bc)ax + {ca)bx) g?ji = bringen 

lassen. Der Beweis gestaltet sich dann für complicirtere Fälle folgen- 
dermassen. 

P'* wird sich im allgemeinen in zwei Theile trennen lassen, einen 

Theil M = (xy)^ Q^P , der also (xy) zum Factor hat, und einen 

Theil 

N=^c,G,, (1) 

der diesen Factor nicht besitzt. Sollten zufälliger Weise in P* = 
alle Glieder diesen Factor enthalten, so dividire man mit der höchsten 
Potenz von (xy) diese Identität. 

Setzen wir alsdann in P» = einen Moment y = x, so ver- 
schwindet wegen des Factors (xx) der erste Theil, und demnach auch 
der zweite, d. h. wir haben 

. N=^CiHi=i), (2) 

wenn wir die Glieder Gi für o; = y mit Hi bezeichnen. Da aber die 
Glieder Hi um das Symbol a weniger Symbole besitzen als die ur- 
* sprünglichen Glieder in F{Äi), so kann man nach Voraussetzung 
schreiben: 

JV^=2 ^•^« =^\(^^)<^- + (*^)^x + {cd)bx] ip, = 0. (3) 
Bilden wir nun wieder die w*® Polare von ^S^CiHt, wobei die 

Polare von Hi mit Gi bezeichnet sei, dann ist, weil die GUeder Gi in 
(1) Glieder dieser Polaren sein müssen [vergl. Nr. 25, (I)]: 

ö, = 6?, + (a;y)^9,Ö<»', 
also 

y^c,G,=^c^Gi + (xy)^Qi(^^^, 

oder, weil ^, CiGi = N, und ^, dGi = [^ ^-^»Jy" ' ™^* Benutzung 
von Gleichung (1) und (3) 

N^[2j{{di)c,+ (bc)d,-h (cd) b, } q>x]^ -\-(xy)^ p, Qf\ 
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Addiren wir hiezu: 

SO erhalten wir: 

Ersetzen wir endlich hierin y wieder darch a, so geht P^ in 



^ F(Ai) über, wobei die späteren Posten F{Äi) aas dem ersten 

durch Vertauschung von a mit 6, resp. c, d, . . . etc. entstehen. Da 
sonach alle diese Posten einander gleich sind und nur ^ Symbole a, 
bf c , . . m vorhanden sind, so wird: 

liF{Äi) ^^F(A;)=^{(dh)c.+ (bc)d,+ (cd)b.}vx+a.^W^K 

Weil nun F(Äi) sowohl, als auch ^ { (d6)Cj+ {bc)dx-\- (crf)tj.} yi 
identisch verschwinden, so verschwindet auch ^XiQ^^^ , da aber wegen 

des abgesonderten Factors (ix diese Relation ^ Ä»- Q^^^ = einen sym- 
bolischen Factor weniger besitzt als die Relation F{A^ = 0, so lässt 
sich nach Voraussetzung auch ^PU^^"^ in die Form 

^ [{al)cx + (6c) aar + (ca)6a:} g>>i 
bringen und demnach hat man in der That: 

jP(^,) =^ [ {ah)c. + (bc)a. + (ca)*,} ^x = 0. 



Zweiter Theil. 
Die Formen zweiten, dritten und vierten Orades. 

§ 11. Die Form zweiten Grades: System einer xmd zweier 

simultaner Formen. 

118. Ueberblick über die folgenden Untersuchungen, Wir haben mit 
den letzten Paragraphen die allgemeinen Untersuchungen über In- 
und Covarianten binärer Formen (so weit sie sich nicht auf System- 
bildung und associirte Formen beziehen) abgeschlossen und wenden 
UDS nunmehr den einzelnen Formen zu^ indem wir mit der quadrati- 
schen Form beginnen. 

Die ersten Fragen ^ die wir uns hier stellen^ sind die Fragen nach 
dem vollen System einer quadratischen Form, oder zweier simultaner 
Formen. Unter vollem Systehi verstehen wir hier wie später die Ge- 
sammtheit derjenigen Co- und Invarianten, durch welche sich alle 
übrigen rational und ganz darstellen lassen. Dieses volle System auf- 
zufinden, wird immer eine unserer Hauptaufgaben sein. Eine allge- 
meine Methode, das kleinste volle System aufzufinden, existirt nicht. 
Es muss immer erst durch successive Begrenzung der Anzahl gezeigt 
werden, dass wirklich keine der in das System aufgenommenen Formen 
überfiOssig ist, d. h. durch die übrigen sich rational und ganz dar- 
stellen lässt. Diese Beduction der Formenanzahl stützt sich insbesondere 
auf einen Begriff: den des Reducenten, dessen Definition im Laufe 
dieses Paragrt^hen festgestellt wird. 

Bei den quadratischen Formen lässt sich das volle System a priori 
angeben. Nachdem wir dies für zwei simultane Formen erledigt und 
die Relationen zwischen diesen Formen aufgestellt haben, werden wir 
in einigen Anwendungen davon Gebrauch machen. Hieran schliessen 
wir die Betrachtungen über das volle System dreier quadratischer 
Formen, und den mannigfachen Relationen die zwischen den Co- und 
Invarianten desselben bestehen. Das System lässt sich dann leicht 
allgemein für eine beliebige Anzahl quadratischer Formen erweitern. 
Nach diesen Untersuchungen über allgemeine Formen zweiten Grades 
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wenden wir uns speciellen zu, insbesondere solchen, die bei Auf- 
losung der Gleichungen vierten und fünften Grades eine wesentliche 
Rolle spielen. 

119. System einer quadratischen Farm. Es sei die quadratische 
Form 

symbolisch dargestellt durch 

f=^l = bl = cl^ etc. 

Die erste Ueberschiebung dieser Form über sich selbst ist 

diese verschwindet aber identisch, da sie durch Vertauschung der völlig 
gleichberechtigten Symbole a und b nur das Vorzeichen ändert, wie 
wir bereits auch früher bemerkt haben. Die zweite Ueberschiebung 
liefert die bekannte Discriminante 

D = (/•, f)' = («&)*• 
Ihre unsymbolische Gestalt ist (vergl. auch Nr. 2) 

D = 2(äo^ - O- 

Die Ueberschiebung von f über sich selbst führt somit nur auf 
eine einzige Form, und da dieselbe Invariante ist, so können wir durch 
diesen Process zu keinen weiteren Formen gelangen. Die Frage ist, 
hat überhaupt die Form f noch andere Co- und Invarianten und wenn 
ja, lassen sich dieselben vielleicht als ganze rationale Functionen von 
f und D darstellen. 

Wir können zeigen, dass in der That beide Fragen bejaht werden 
müssen, und bezeichnen deshalb f und D zusammen als* volles System 
der quadratischen Form. 

Das allgemeinste symbolische Product nämlich, das eine Covariante 
von f darstellen kann^ ist, weil höhere als erste Potenzen von ax und 
(ab) immer durch f oder D ersetzt werden können, dargestellt durch 

P SS (ab) (ac) . . . (ik) a^bxCx . . . ixkx, • 

Greifen wir irgend einen Klammerfactor {ab) aus diesem Producte 
heraus, so müssen, soll P wirkliche und nicht blos symbolische Be- 
deutung haben, noch ausser ihm entweder die Factoren a«&« oder die 
Factoren (ac)(6c) oder (ac[)(bc) . . . auftreten. Um diese Fälle in einen 
zusammenzufassen, sagen wir 

Q = (ab)a^b^ 

muss ein Theil des Productes P sein, wenn (ab) einer seiner Elammer- 
factoren ist. Aber dieser Theil Q lässt sich auf die bekannten Formen 
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f oder D zurückführen. Vertauscht man nämlich a und h, so kommt 

also 

2(2 = (ah)iai\ - 6|a,) = {ahf{%n), 
oder 

Das Product P hat also die Discriminante D als Factor, und die 
Ursache liegt in dem Auftreten des Elammerfactors {ah). Durch Ab- 
sonderung dieses Factors D wird P auf ein einfacheres Product Pj 
zurückgeführt; es ist, wie wir uns in Zukunft ausdrücken werden, 
reducibel auf D und P^. In P^ treten aber immer nur Klammer- 
factoren vom Typus (a&) auf, an deren Stelle wieder die Discriminante 
D eingeführt werden kann. Was übrig bleibt ist eine €onstante mal 
einer Potenz der Form /'. P ist also reducibel auf D^ • /""; d. h. irgend 
ein symbolisches 'Product P ist rational durch D und f darstellbar. 

120. Auflösung der qmdraMschen GleUhtißig, Eine Gleichung ist 
als* gelöst zu betrachten, wenn sie in ihre Linearfactoren zerföllt. 
Diese Zerfällung kann man für 

/•(a;) = a| = 6« = ... 

folgendermassen bewerkstelligen. 
Quadrirt man die Identität 

(ab) (xy) = (a^ by — bx a^ , 
so kommt: 

D'(xyy ==- a^¥ -{-¥ a^ -' 2a a h b . 

\ »// X y * X y X y X y 

Es ist aber axay==^bxby=^fy und demnach wird: 

D.{xyr^2f{x):f{y)-2r„, 
oder 

m-ay)==r^ + ^{xyy. 

Hieraus folgt: 

Die rechte Seite dieser Gleichung besteht aus zwei in x linearen 
Factoren, wobei y nur als willkürlicher Parameter fungirt, so dass 
die Losung als eine ganz allgemeine erscheint. Wollen wir die specielle 
für die gewöhnliche Gleichung zweiten Grades, so brauchen wir nur 

zu setzen und erhalten alsdann die bekannte Zerfällung: 
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121. Darstellung der Discriminante in den CoefjßcieiUen der Linear- 
factoren von f. Bezeichnen wir in (I) die beiden Klammern rechts 

mit px und Qx, setzen wir also, indem wir — in einen dieser Factoren 



«0 



hereinziehen , 

dann ist 

D=_i-(P3)«. 

Denn D ist als zweite Ueberschiebung von f über sich selbst 
dargestellt durch (vergl. Nr. 38, I) 

I> = (pxqxj PxqxY 

= Y { (pp) (a i) + {pi) (qp) ] . 

Da aber p und q lineare Formen sind, so sind ihre symbolischen 
Goefficienten gleich ihren wirklichen, und demnach ist: 

p=p\ q = q', 

also 

Daher wird: 

•D = Y {pq){qp) = - Y (2>2)'. 

Das gleiche Resultat erhält man auch durch folgende Ueberlegung. 
Die Form D = (ahy geht aus f=^al hervor, wenn man x durch 6, 
d. h. x^ durch \ und x^ durch — 6^ ersetzt. Wenn also 

f = Pxqx = o,lf 
dann ist: 

Das symbolische Product {bp) (b q) geht aber aus der ersten Polare 

2fy = 2bxby =Pxqy + qxPy 
hervor, wenn man x durch p, y durch q ersetzt; dies liefert die Beziehung: 

2Q>p)Q>q) = {qp){pq) - -(i»?)S 
und somit: 

122. Simultanes System eweier quadratisdier Formen, Das volle 
simultane System zweier quadratischer Formen < 

lässt sich nach den vorausgegangenen Entwicklungen leicht a priori 
angeben. Es besteht einmal aus denjenigen In- und Covarianten, 
welche die einzelnen Formen selbst besitzen, also aus den vier Formen 
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ferner aus jenen, welche durch Ueberschiebung von f über 97 ent- 
stehen , also aus den zwei weitem Formen: 

(/•, (p) = ^1 = fr 

Da hiebei eine neue Covariante fr auftritt, so würden sich hieran 
jene Formen anschliessen, welche durch ueberschiebung von fr über 
sich selbst und über f und 9 sich ergeben. Indess entstehen aus 
diesen Ueberschiebungen keine neuen Formen; vielmehr lässt sich zeigen: 

,,Das volle simultane System der beiden quadratischen Formen 

f und 9 besteht aus den sechs Formen 

alle übrigen In- und Covarianten sind ganze und rationale 
Functionen derselben." 

123. Gedankengang im Beweise dieses Satzes. Das allgemeinste 
symbolische Product, das eine neue simultane Covariante von f und 
q> darstellen kann, wird die Symbole • 

ttf hy Cf , . .] tty ß, y^ . . ,'^ fr, frj, frj, . . . 

enthalten, da es aus den Formen f, q>, fr durch Ueberschiebung ent- 
standen sein muss. Doch ist von vornherein klar, dass wir nur solche 
Producte zu untersuchen brauchen, in denen die Factoren erster Art, 
wie o», a^T) ^x nur in ersten Potenzen auftreten. Denn im andern 
Falle Hessen sich ja sofort die bekannten Covarianten /*, 9, fr des 
Systemes als Factoren absondern. 

Was die Elammerfactoren betrifiFI;, so können sie, da die Grund- 
formen fy 9, fr selbst nur vom zweiten Grade sind, nur in ersten oder 
zweiten Potenzen auftreten. Die überhaupt denkbaren Elammerfactoren 
sind aber folgende sechs: 

(a6), (a/l), {aay, (frfr,), (afr), (afr). (A) 

Wir zeigen nun zuerst: 

„Ein symbolisches Product, das einen solchen Factor quadratisch 
enthält, ist reducibel, d. h. es enthält Factoren, die sich aus 
den ursprünglichen Invarianten Äff, ^^, Aftp zusammensetzen.'^ 

In zweiter Linie beweisen wir: 

„Ein symbolisches Product, in welchem ein solcher Factor 
linear auftritt, ist reducibel, d. h. es enthält Factoren, welche 
rationale ganze Functionen der ursprünglichen sechs Co- und 
Invarianten sind." 
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124. Begriff der Bedudbüität und des Eeducenten. Ich 'will hiebei 
zunächst die Begrifie der Beducibilität und des Reducenten, wie wir 
sie für jetzt ^ wie für später nöthig haben, fest umgrenzen. Ein sym- 
bolisches Product ist in drei Fällen als reducibel anzusehen: Erstens, 
wenn es identisch verschwindet; zweitens, wenn es bereits bekannte 
Formen, die in dem System schon aufgenommen sind, insbesondere 
Invarianten zu Factoren hat, oder gar durch solche Formen voll- 
ständig dargestellt werden kann; drittens, wenn es sich in andere 
symbolische Producte überführen lässt, die bereits als reducibel er- 
kannt wurden, was sich oft dadurch schon ausweist, dass man es auf 
ein Product mit weniger bereits bekannten Symbolen zu reduciren 
vermag. (Vergl. auch Nr. 144.) 

Von den in einem solchen reduciblen Producte auftretenden Elammer- 
factoren sind alsdann insbesondere jene von Bedeutung, kraft deren 
die Reducibilität eintritt. Sie erhalten den Namen „Beducent'', sobald 
jedes symbolische Product, welches sie besitzt, reducibel ist. Hiezu 
ist nur nöthig, dass das ursprüngliche Product P, welches aus ihm 
und seinen Symbolen allein construirt ist, und alle aus P durch 
Faltung entstehenden Producte P«- reducible Formen sind. Denn ein 
beliebiges Product 77, das den betreffenden Beducenten besitzt, kann 
stets durch Ueberschiebungen dargestellt werden, welche diese reduciblen 
Formen P und P,- mit geeigneten andern Formen bilden. (VergL 
Nr. 46.) Und diese ueberschiebungen sind reducibel, wenn P und P,- 
es waren. (Vergleiche auch Nr. 144.) 

125. Beweis, dass alle Broducte, welche einen der sechs Faktoren (A) 
quadratisch entJialten, reducibd sind. Da die Grössen (a6)*, (a/J)*, {aocf 
nicht anderes als die Invarianten Afj, A^, A/tp des Systemes sind, so 
können wir von vornherein von Producten mit diesen Elammerfactoren 
absehen. 

Die Grösse {%^^^^ ist die Discriminante A»^ der Form -ö", wir 
können zeigen, dass sie durch die drei Invarianten des Systemes aus- 
drückbar ist. 

Zu dem Zwecke wollen wir diese Discriminante noch durch andere 
symbolische Producte darstellen, aus deren Vergleichung alsdann die 
Beducibilität ersichtlich ist. 

Zunächst ersetzen wir in (O^^j)* das Symbol ^^ durch die ursprüng- 
lichen Symbole a, a, gemäss der Definition 

^1*= (öa)aa:ax, 
und erhalten so: 

(O-^i)« = {aa) (#&) (da). (1) 
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Das symbolische Product rechts erhalten wir aber auch^ wenn wir 
ein Glied der ersten Polare von -Ö"! = (6/J)6*/Jx in die Reihe (VIII) 
§ 7 entwickeln. Es ist nämlich: 

m b.ß, = { (hß) hß.}^+Y m' (*y) , (2) 

oder, indem wir nun x durch a, y durch a ersetzen und die Symbole 
^l) ^/tp för Q>ß)bxßx, resp. (J>ßy einführen und mit (aa) multipliciren: 

{bß)'(ha) {ßa) (aa) =« (^a) (^a) (aa) + ^ ^/v ' (^«)' • (3) 

Hierin tritt bereits das symbolische Product der Gleichung (1) 
auf; und da {aay = Äftpf so handelt es sich nur mehr darum, auch 
die linke Seite dieser Gleichung (3) auf bekannte Formen zurück- 
zuführen. Es ist aber, wenn wir darin a mit b vertauschen, und die 
halbe Summe der so entstehenden Producte nehmen: 

(hß) (ba) (/Ja) (aa) = y (06) («^) { (aa) (bß) - (ba) (aß) ] 
oder 

= 1 («&)*(«/»)» = 1^//.^^, (4) 

wie der Identitätssatz unmittelbar liefert. Demnach erhalten wir aus 
Gleichung (3) und (4) 

\[A;r^- 4% } = (««) (^«) (^«) , (5) 

oder durch Vergleichung mit (1) 

(*^,)* = |{-^//^-4%}, (6) 

d. h.: ^ Jedes symbolische Product mit dem Factor (^^^^ ist reducibel." 
Dies gilt aber auch für symbolische Producte mit den Factoren 
(a%)^ und (a%)^. Denn es ist: 

= Af^^ = (a&y = (6a) (ab) (aa) 
Q^A^»^ (a^Y = (aß) (aa) (aß) 

wie man unmittelbar erkennt, da die symbolischen Producte rechts 
durch Vertauschung gleichberechtigter Symbole nur ihr Vorzeichen 
ändern. Wir haben somit den Satz bewiesen: 

;,Alle symbolischen Producte, welche einen der sechs möglichen 
Elammerfactor^n quadratisch enthalten , sind reducibeU' 

Es erübrigt also nur noch, dieselbe Eigenschaft fQr symbolische 
Producte nachzuweisen, welche diese Factoren linear besitzen. 

126. Beweis, dass aUe Frodude^ welche einen der sechs Factoren (A) 
in Nr. 123 linear enihalten^ reducibd sind. 



(7) 
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Die Factoreu (ab) und(a/3) haben wir bereits in Nr. 1 19 als Reducenten 
erkannt; genau dieselbe Eigenschaft besitzt (ß'^i) aus gleichen Gründen. 
Es bleiben also nur noch Producte mit den linearen Klammerfactoren 
(aa), (ad')y (ad) zu untersuchen. Ein Product, das den Factor (a&) 
oder («^) besitzt, muss auch noch die Factoren a^^,^ resp. at-Ö-j^ ent- 
halten, wobei die Grossen §, ij für irgend welche andere Symbole 
oder Variable stehen mögen. Wir brauchen also nur zu zeigen, dass 

(ad')a^d',j und (ad^a^d'tj 

reducibel sind. Dies erkennen wir aber auf folgende Weise. Da (ad) 
und (ad) die Elammerfactoren der Functionaldeterminanten (/*, d) 
und (97, d') sind, so sind sie sicher Reducenten, wenn diese Formen 
und die ans ihnen durch Faltung entstehenden reducibel sind. Es 
sind aber (/, d') und (g?, d') Functionaldeterminanten von Functional- 
determinanten, und als solche nach den früher gegebenen allgemeinen 
Theorien stets durch einfachere» Formen darstellbar. In der That 
liefert Nr. 52, (I) und (II) direct: 

Die aus (/*, ^) und (#, q>) durch Faltung entstehenden Formen 
Äf» und Afp^ sind aber gleichfalls reducibel, da sie verschwinden; 
demnach sind (ad) und (ad) in der, That Reducenten. 

Man kann die Reducibilität der Formen (ad)a^dfi und (ad^a^dtj 
auch in anderer Weise einfach zeigen. Aus den Formeln Nr. 51, (II) 
erhält man nämlich direct: 

{ad')d'^at = (/•, d)^ = — [Af^ 'fr fv — ^/f ' 9>s-- 9»;} 

— (ad)d^at = (d, q>)n = Y {^/v'9^^'9>i— ^y "A" AI- 

Die symbolischen Producte rechts enthalten neben den bekannten 
drei Invarianten des Systemes nur mehr ein Symbol a, respective a, 
also weniger Symbole wie die Ausdrücke links, wodurch deren 
Reducibilität nachgewiesen ist. 

Es erübrigt noch, die Reducibilität von Producten mit dem Klammer- 
factor (aa)y oder, was dasselbe ist, mit dem Theilproduct (aa)a^a,j 
nachzuweisen. Sie ergiebt sich direct aus Nr. 125, (2), wonach: 

(aa) a- a,^ = d^ d^i + — A/^ (|ij). 
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Die rechte Seite enthält nur reducible Glieder ^ das zweite wegen 
des Factors Aftp^ das erste ^ da wir für jeden Klammerfactor mit dem 
Symbol % bereits die Eigenschaft nachgewiesen haben ^ ein Producta 
dem er angehört, reducibel zu machen« 

Wir sind also damit zu dem Resultate gelangt, dass jedes sym- 
bolische Product, welches irgend einen der sechs möglichen Klammer- 
factoren linear enthält, auf die sechs bekannten Formen reducirt 
werden kann. 

„Demnach sind alle sechs Elammerfactoren 

{ab), {aß), (««); (a»), (a^), (^^) 

Reducenten, und es lassen sich alle Co- und Invarianten der 
Formen f und q> ganz und rational durch die Formen 

darstellen." 

127. Ziisammenfassung der gewonnenen Belationen. Ich will nur 
noch tabellarisch auf die wichtigeren Relationen, die bei dieser Unter- 
suchung sich ergeben haben, aufmerksam machen, indem ich sie im 
Folgenden zusammenstelle. Ist /"= aj , y = a| , -ö- = (aa)«««*, so 
hat man: 

(1) 2A<^^ = AffA^ — Ä% (Nr. 125) 

(2) 4r^«0, A^^ = (Nr. 125) 

(3) 2(^, f)^Afrq>- Af^ . f (Nr. 126) 

2(g?, %) -= A^^'f— ^/y . 9?. 

Hiezn tritt: 

(4) - 2»* = Ä^yq>* - 2A^^fq, + A^f, 

eine Relation (4), welche zwar hier nicht neuerdings abgeleitet wurde, 
die sich aber unmittelbar aus der allgemeineren Nr. 48, (I) ergiebt. 

128. Erste Anwendung. Ist d' identisch Nidl, so sind f und q> 
einander proportional. Wir zeigen zuerst, dass ^=0 die hinreichende 
Bedingung ist, damit die Gleichung besteht 

wo Q ein Proportionalitätsfactor. Es ist nämlich 
und weil nach dem Productsatze: 

so folgt durch Multiplication beider Gleichungen 

2(xy)d'^^y = alai^ a^ai. 
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Wenn nun «d* == 0, dann ist auch ^« = 0, also wird in diesem Falle: 



oder 



al al = a^ «1 , 



a? 



y 



Die Bedingung %• = ist aber nicht nur hinreichend, sondern 
auch nothwendig. Denn wenn 

9 Q 

dann ist 

^ = (aJ, «J) = y K, 6J) = -J- («6) «x6« = 0. 

129. Zweite Äntvendung. Ist A^^ identisch null, so besitzen f und 
(p einen genieinsamen linearen Factor. Diese Bedingung ist noth- 
wendig; denn wenn f und g? einen gemeinsamen linearen Factor besitzen, 
also etwa 

9=^Pxrx 
ist, dann wird ^ ein reines Quadrat. Denn man hat nach Nr. 38, (I) 

^ = {Pxqx, Pxrx) = -^ { {pp)qx r^ + (p r)qrPx + {qp)Pxrx + {qr)pl } . 
Da aber {pp) = und {pr)qx + iqp)rx = (q^)Px, so wird 

* - I { (Qr)pl + (?r)i)J } , 
oder ' 

^ = l^{qr)'Pl 

Die Functionaldeterminante <& ist also das Quadrat des gemeinsamen 
linearen Factors Px und demnach Ä^s^ als Discriminante identisch null. 

Die Bedingung Aa» = ist aber auch hinreichend. Denn wenn 

As& = 0, 
dann ist 

wo nix eine lineare Form ist. Die zweite Ueberschiebung von f^^^al 
über d" = ml ist sodann 

Af» = {amy = al. 

Wir wissen aber, dass Af^ wie A^a identisch verschwinden; es 

ist also sowohl 

0^ = 0, 
als auch 

cd = 0, 
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d. L die Formen al und al werden identisch null für o; = m, oder 
was das Nämliche ist^ sie besitzen einen gemeinschaftlichen linearen 
Factor m^. 

Da also ^,<^^ = die noth wendige und hinreichende Bedingung 
ist, dass f und q> einen gemeinsamen Factor besitzen, so muss A^» der 
Resultante ü/,^ beider Formen proportional sein. Die Proportionalitäts- 
constante kann nur ein Zahlenfactor sein^ da sowohl A^» als auch 
Mf^tp vom vierten Grade in den Goefficienten beider Formen ist. Man 
findet durch ein beliebiges Beispiel leicht: 

JB/, y = — 2 A^s^ == Af(p — Äff Äff ff. 

Anmerhing. Die Identität: 

lehrt zugleich^ wie man den gemeinschaftlichen Factor ermitteln kann. 
Denn vergleicht man in der ersten Polare 

die Goefficienten von y^ und y^, so erhält man: 

und somit durch Division: 

^,^i:#a:^2=JPi:jP2 (1) 

für jeden Werth von x. Die beiden ersten partiellen Diflferential- 
quotienten von d' sind sonach den Goefficienten des gemeinschaftlichen 
linearen Factors von f und (p proportional; dies gilt insbesondere 
beispielsweise für a^j = 1, x^ = 0, für welchen Fall Gleichung (1) in 

h'^i=Pi'P2 (2) 

übergeht. Es ist aber nach Nr. 47^ (II) 



^ = 



wobei 



«0 ^l ^2 



«0 «1 ^ 

t/u* ^^ Jl/t U/a JUa 



= -^0^1^ + 2d'iX^x^ + &^Xi^, 



'^0 = («l«2); '^1 = VK«2), -ö-Ä — K«!)- 



2 

Durch Substitution dieser Werthe in (2) erhalten wir: 

Pi ^ ?.f«i^j) . 

Pi («oOfj) 

130. Dritte Antvendung. Kanonische Form ßr zwei simultane 
quadratische Formen, Wir stellen uns die Aufgabe, zwei solche lineare 

Oordan, Invarianten, n. 10 



(3) 
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Formen r^ und s^c zu ermitteln ^ dass durch dieselbe Transformation f 
und <p gleichzeitig die Gestalt erhalten: 

Die erste Untersuchung zur Lösung solcher Aufgaben ist immer: 
Wie gestaltet sich das simultane Formensystem ^ wenn wir f und q) 
bereits in dieser kanonischen Form zu Grunde legen? Es ergiebt sich 
sofort y dass d^ das Product der beiden linearen Formen r» und Sx ist, 
bis auf einen constanten Factor. Denn man erhält: 

^ = (ff 9>) = (^i^x + AgSi , ii^rl + f*jsj) 

= kiHi{rs)rxS:, — k^fii(rs)rxSx 
— (A/it)(rs)r;r5,. 

Wir lernen daraus: Die Factoren r« und Sx, durch welche sich 
f und 9 gleichzeitig in die kanonische Form (1) bringen lassen, sind 
den linearen Factoren von ^ proportional. Damit also überhaupt 
diese Darstellung möglich ist, muss d' wirklich zwei verschiedene 
lineare Factoren besitzen, d. h. fund q> dürfen keinen Factor gemeinsam 
haben. 

Die Einführung dieser beiden linearen Factoren von %• ist aber 
auch hinreichend, um f und ip gleichzeitig als Summe zweier Quadrate 
darzustellen. Denn sei 

dann ist nach Nr. 126 (2): 

Aj!^ = (as) {ar) = 

Nun hat man gemäss dem Identitätssatze: 

o^xirs) = Tx (as) — Sx{ar) 
ccx{rs) = rx{ccs) — Sx{ccr). 

Also, indem man beide Identitäten quadrirt, und berücksichtigt, 
dass wegen der Relationen (1) die mittleren Glieder rechts verschwinden: 

f.(rsy^rl(asy+sl{ary\ 

q>'{rsy^ri{asy+sl(aryj' 

wodurch in der That f und q> als Summen zweier Quadrate dar- 
gestellt sind. 

Um die Transformation von f und (p wirklich auszuführen, wird 
man sonach entweder die Form d" in ihre Linearfactoren spalten oder 



(1) 
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einfacher in folgender Weise verfahren. Man multiplicirt die Gleichungen 
(II) mit 1 resp. X and addirt dieselben; dann erhält man: 

Nun lässt sich A so bestimmen, dass der Goefficient von rj oder 
von s| verschwindet; in diesem Falle geht dann f-^-Xtp gerade in 
das Quadrat der linearen Form s^ resp. r^ (bis auf einen constanten 
Factor) über. Damit aber f-^ Xq> ein reines Quadrat sei/ muss die 
Discriminante: 

{f+^9>.f+ ^9f = (A n' + 2A(r, q>y + k\q>, ipf 
identisch veirschwinden. Dies liefert eine quadratische Gleichung für 

kj nämlich: 

Äff + 2XAf^ + AM^ = 0. 

Sind dann A| und X^ die Wurzeln dieser Gleichung, so ist: 

/*+ X^q> = ml 



und somit: 



1 2 1 2 



'ar 



§ 12. Die Form zweiten Grades: System dreier und mehr 

simultaner Formen. 

131. Das simultane System dreier gtiadratisdier Formen. Das volle 
System dreier quadratischer Formen /*, 9?, ^ besteht aus folgenden 
Bildungen. 

1) Die Originalformen selbst: 

9) = «1 = /3| = . . . 

Y ""^ ^x ''^^ Sx = • • • 5 

2) ihre sechs zweiten üeberschiebungen: 

{ff /)* = ^// , (SP, <|P)' = A^ 
if, Vf = A/vy (97 t)^ = Acpxp 

(A *)" = -4/^, (*, ^)^ == ^y.^ ; 

3) ihre drei Functionaldeterminanten (schiefe Co Varianten): 

(9, t)=&,=^ d'lx 
(*, /) = ^2= »l. 

iff 9) = -O-g «= ^ZX ' 

10* 
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4) ihre Combinante (die einzige schiefe Invariante): 



«0 «1 ^^ 



(aa){ar)(ar) = \ a^ a^ a^ 



^0 ^1 ^2 



— -"123 > 



(A) 



welch letztere wir bereits in § 1 kennen gelernt haben. Ausser diesen 
dreizehn Formen exiatirt keine, die sich nicht als ganze rationale 
Function derselben darstellen Hesse. 

132. Alu Producte mit qmdratischen Klammerfactoren sind auf 
diese dreizehn Formen redudbel. Irgend ein symbolisches Product nämlich, 
das eine neue Covariante der drei Formen repräsentiren soll, kann nur 
folgende Elammerfactoren 

1) {ah) (aß) {rs) (aa) (ar) (ar) 
(a^,) (a^,) (a^O («^3) (r^,) (r^J 
(^,^0 (^,^,) (^3^s); [ 

2) (a^O (a^,) (r^e) {^,&,) {&,&,) (^,^3)) 

besitzen und zwar im höchsten Falle in der zweiten Potenz. Was die 
fünfzehn Factoren der ersten Gruppe betrifft, so sahen wir bereits bei 
Aufstellung des simultanen Systemes zweier quadratischer Formen, 
dass jedes Product, in welchem sie quadratisch oder linear auftreten, 
auf die Formen des Systemes reducibel ist. Unsere Aufgabe ist also 
nur noch nachzuweisen, dass auch die Elammerfactoren der zweiten 
Gruppe Reducenten sind. Wir betrachten wiederum zuerst Producte, 
deren Elammerfactoren den Exponenten 2 haben. Die Factoren 

(a»,y, (a»,y, {r»,y, (»,»,y, {»,»,)*, (»,»,)* 

gehören zunächst folgenden Ueberschiebungen an: 

(/, (9, *))% (9, (*, ny. (t, (f, 9)y (i) 

((Sf,^), (*,/))% ((y, *), a, 9»))*, ((^, /•),(/•, 9))*. (2) 

Es ist aber: 

(/", (9», i')r = K > («0 «xO* = (««) («»-) («»•) = -ßm (I) 

= (9, (t, nv - if, (/", 9)y, 

und folglich führen die Ueberschiebungen der Gruppe (1) auf keine 
neue Form, d. h. Producte mit den Factoren (a^i)*, («^2)*) (♦''^3)^ 
sind reducibel. 

Was die Ueberschiebungen der Gruppe (2) betrifft, so können 
wir deren Reducibilität auf folgende Art beweisen. Ich will zuerst 
den Weg der directen Rechnung einschlagen. Es ist, wenn /'»sal, 
ip xs= alj i> = rlf ji^T=z ^l irgend vier quadratische Formen darstellen : 
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= y (a«)(rft) {(ar)(a(i) + (a^)(ar)} 

Die Differenz der beiden Glieder rechts ist: 

öl - Ö2 = {aa) (rft) { (ar) («fi) — (a/x) (ar) } , 
oder weil: 

(ar) (afi) - (a^) (ar) =. (aa)(rfi) 

(Identitätssatz) y so erhält man: 

(?i — Ö2 = (aay(rfiy = -4/g,-4^^. 

Addiren wir die beiden Gleichungen: 

Ü = |(G, + Ö,) 
SO erhält man: 

^ + -2-^/9 ^«^z = (««) (r^) («0 («f*) ^ 

oder, wenn wir auf das symbolische Product rechts den Productsatz 
anwenden: , 

also 

f^ = ((A V), (*, X))* = [ { Ä;^ Ä^x - ^fx ^rf } • (") 

Für X '^^ f erhält man hieraus 

Man kann das gleiche Besultat rascher durch den Aronhold'scben 
Process erlangen. Führt man nämlich in die Identität 

2('9"3, 'ö's) = Af/Äfpfp — Aftp 

durch einmaliges Deltairen statt des Symboles a das Symbol r ein, 
so kommt; weil 

«(^») =- *(/, <p) = (/". *) — ^» 

- 4 (*,, ^,)* = 2 (a6)» (ar)^ - 2 (aa)* (6r)=' , 
oder 

Analoge Relationen erhält man für -4^,^^ und -4^,^^.- Folglich 
sind Producte, welche die Factoren ('9'i^2)*; (^i'^s)*; ('^a'^s)* besitzen, 
auf Formen des Systems reducibel. 
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133. Produkte, welche die Klammerfactorm (A) linear enthalten, 
sind reducibel. Es bleiben also nur mehr Producte zu untersuchen, 
in denen kein Elammerfactor in höherer als in der ersten Potenz auf- 
tritt. Auch hier .brauchen wir die Reducibilitat nur mehr ttüc Producte 
nachzuweisen, in welchen die letzten sechs Elammerfactoren 

(a*,) {a»,) (r»,) (»,♦,) (»,»,) (#,*,) 

linear auftreten. Der Beweis gestaltet sich genau wie bei zwei 
simultanen quadratischen Formen. Wir haben nur zu zeigen, dass 
die Producte 

reducibel sind. Die hiezu nöthigen Formeln gehen direct aus der 
Relation (2) Nr. 125 

herTor. Ersetzt man hierin nämlich die quadratische Form (p durch 
die quadratische Form ^|, so kommt: 

und substituirt man hierin noch d-^ für /*, so kommt auch: 

Beide Relationen lehren, dass die Producte 

(a d'i ) a«^i y und (d"^ d^^) d'^x^iy 

reducibel sind; denn die Formen Ä/^^, '^»tSti ^^^^ reducibel gemäss 
den Entwicklungen in Nr. 132, und die Formen (/*, d'^) und (d,, <&|) 
sind als Functionaldeterminanten Yon Functionaldeterminanten reducibel, 
und zwar hat man, wie aus der allgemeinen Formel (III) Nr. 53 direct 
hervorgeht: 

(/', ^i) = (A (9, i/')) ==- - 1 {Af<p^ - Äy^v). (III) 

und ebenso: 

{»„ »,) = ({t, f), ».) = - 1 M/*. ^ - ^v»/) , 

oder weil * 

und 

so wird: 

(»2,»i) Y-Rm^- (IV) 

Die Relationen (I) und (II) gehen also unter Benutzung dieser 
Werthe (111) und (IV) über in: 
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(V) 



Somit sind alle Producte, welche irgend einen der vorhandenen 
Elammerfactoren linear enthalten^ reducibel Durch Faltung derselben 
entstehen Producte mit quadratischen Elammerfactoren, die gleich- 
falls auf die Formen des Systemes zurückgeführt werden können. 
Demnach sind alle Elammerfactoren Reducenten und das simultane 
System dreier quadratischer Formen besteht aus keinen weiteren als 
den Eingangs aufgezählten dreizehn Formen. 

134. Bdationen Bwisclien den Fortnen des Systemes. Ich will zunächst 
der Uebersichtlichkeit halber wiederum die sämmtlichen, bisher ge- 
wonnenen Relationen tabellarisch ordnen, und durch einige neue er- 
gänzen, die sich direct aus den allgemeinen Formeln über Functioual- 
determinanten ergeben. 

1) Relationen zwischen den zweiten Ueberschiebungen. 

a) Af»^ = 4/^. = 
Atp»^ = A(p^^ = 



•^v^^i ^^ Axps^ = 



vergl. Nr. 127 (2), 



ß) 



vergl. Nr. 127 (1), 



y) 



JjO^^^^ — • litp^ — A-tpip A-iptp — A^\p 

2A»^»^ = — Rf^ = A/f Axffxf) — Afxfj 
Äjd^^j^, = — Hfip = Äff Atptp — Af(p 

24^^^, = — AxpipAfip -\- Axpf A,pfp 1 

} vergl. Nr. 132 (UI). 
2^;^^«^, = — Äff A^,p + Af^ Afxp I 

2) Relationen zwischen der Combinaute und den zweiten Ueber- 
schiebungen: 

«) -^123 = ^/»i = A»^! = -^V^.; ^®^gl- Nr. 132 (I), 



JA^^^^ — — A(pq, Aftp -|- A(pf Atpip 



"■ft 



Afip Afip 



ß) 2^?M = 






Aqif A(pm At 

A\fßf A\p(p 

Diese Relation ist eine unmittelbare Folge der allgemeinen Re- 
lation (II) Nr. 49. Man erkennt auch, dass die rechten Seiten der 
Relationen ß) und y) in (1) nichts anderes als die Minoren dieser 
Determinante sind. Aus dieser Relation kann man noch zahlreiche 
andere ableiten, wie sie die Lehrsätze über adjungirte Determinanten 
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(vergl. Bd. I Nr. 87, 88) liefern; ich will hierauf indess nicht weite 
eingehen. 

3) Relationen zwischen den Covarianten des Systems. 

a) Die Relationen für die Functionaldeterminanten (f, d-t), (<p, &i\ 
{i>, d'i), (J&i, d'k). Sie ergeben sich sofort aus der allgemeinen Formel 
Nr. 53 (III). Aus ihr erhält man beispielsweise: 

2(/',^,)=-^/^/*+^// t 
2(A^3) A^fif+Af^fl 



vergl. auch Nr. 127 (3) 



und ebenso 



vergl. Nr. 133 (IV) . 



2(^8, -^l) =* — J^lM* 

2('9'i, fs) = — -BmV 
2(^3; ^2) = — -^123/* 

ß) Darstellung der Functionaldeterminanten ^i durch gerade 
Formen: 

— 2d'i^ = Aiptpif^ — 2A(pxpq>'^ + A^fjtpV^ \ 

- 2^2* « Äff t^ - 2Afy, fit> + ^w /' Nr. 48 (I) - 
y) Allgemeine Relation fär drei quadratische Formen: 



^// 


Af^ 


Afxf, 


f 






A»^»^ A^^9, 


A»^^^ 


^1 


Av 
A/^, 


■Afpxp 


•Afßlfß 


9 


= 


und 




A»^ ^, 


^2 


f 


9 


^ 









^i ^2 


^S 






= 0. 



Die beiden letzten Relationen gehen wieder unmittelbar aus der all- 
gemeinen Formel (IQ) Nr. 50 hervor. 

135. Weitere Belationen aunschen den Formen des Sysiemes. Bei 
der eingreifenden Bedeutung der Theorie quadratischer Formen für 
andere Untersuchungen will ich diese Tabelle noch durch einige weitere 
Relationen ergänzen; die wir im Folgenden ableiten wollen. Aus den 
Identitäten 

a^Xj^ + 2a^x^Xi + a^x^^ — /*= 

«0^1* + 2«! a?i x^ + a^x^ — q> = 

Tq x^ + 2ri a?! x^-{- r^x^ — ^ = 

y,* x^^ — 2yi y^ x^ x^ + y^^ V *" ipV? = . 

elimiuiren wir die vier Grossen x^ y 2x^X2, iCj*, — 1 und erhalten die 
noth wendig verschwindende Determinante: 
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a« 



a. 



a. 



a 



2 



f 



y% — Vi y* Vi^ (p^yy 



= 



Ordnen vrir sie nach der letzten Golonne, so erhalten wir 

B (xyf = (^ ri y,») -f—iä^rt y,*) • 9 + («o«i J/i*) • * • 
Nun ist aber: 



(«0 ^i yi*) = 



a, 



<K< 



»■0 »"i *": 





«1* 


«lOj 


< 




♦•,* 


n*"« 


r,' 




y,* 


yi y» 


yi' 



yi —yiVt yi 
— («1 »•» — «» »"i) («i yi + «2 y») (n yi + ^« y») 

Demnach besteht folgende Relation: 

R (•eyy = /■(«) *. (y) + 9 (^) »»(jf) + t (x) Ö-3 (y) (I) 

oder auch, wenn wir x mit y vertauschen, 

■B (a^y)' = /"(y) *i («) + 9» (y) *, (x) + ^ (y) », (a;) . (II) 

Beide bilden wieder eine Quelle neuer Relationen. Für y« «= Xt ergiebt 
sich aus beiden Gleichungen (I) und (II) die Relation: 



f»^-{-ip»^ + i>»s=.0. 



(III) 



Ersetzen wir dagegen in (II) y^ durch — Og (= — ^2) ; Vi durch a^ 
(= — 61) etc., so kommt: 



jRf ^= A,ff %'y "|- -^/9 '^8 H" -^/ V ^8 

JB^) = Aftpd'i -f- Äfpipd'^ -|- w4^i^^3 



av.) 



Ebenso findet man aus der Relation (I), indem man darin die Variable 
y durch die Coefficienten der Form ^i ersetzt: 

iJ^j = A»^^J+ A^^^^q> + .4^,^,^ 

R»^ = A»,^J+A^^^^ip + As,^.il; ' (IVb) 

In derselben Weise, wie wir seinerzeit (Nr. 48) die Relation für 2d'^{x) 
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ermittelt haben , können wir nun auch Relationen für ^P^l^^ly ^^c. 
berechnen. Es ist nämlich: 



^1 (^) = (9; *) = 



a, 







«1 «2 



n ^2 






2*1 (y) = 



a. 



— 2«! «0 

— 2r, r 







yi' 2yi y, y^' 



Durch Multiplication beider Determinanten erhalten wir: 



2^, (x) », (j/) = 



-Am Ol -A 



tpxp (p{x) 

v(y) ^(y) (xyf 



Ä 



xptp 



(V) 



Analoge Relationen hat man für 2^^ (x) ^g (y) , 2^, (x) ^3 (y) . Rändern 
wir femer die Determinante 

einmal vertical mit Elementen und horizontal mit x^^, — Xi x^, 
QD^ ^ ein zweites Mal, nachdem wir in derselben Determinante die Co- 
lonnen gestürzt und die zweite Colonne mit — 2 multiplicirt haben, 
vertical mit 0, horizontal mit y^^ ^ViVn) y% ^^^'^ bilden das Product 
der so erhaltenen zwei yiergliedrigen Determinanten, so kommt als 

Resultat: 

Äff Äf^ Af^ f\y) 

Atpf Ätptp Ätpxf, tp{y) 

Alf;/ Ayjtp Axfnfj ^ (y) 

! f{x) fp{x) i>{x) (xyY , 

Rändern wir endlich die Determinante R . durch zwei Saumreihen, 
nämlich einmal vertical durch die Doppelreihe 0, und horizontal 
durch die Zeilen 

Xj X^X^ Xy^ 



0. 



(VI) 



'2 



y^ - y\ yt 



'\ 



Vi* 0, 



ein zweites Mal, nachdem wir die Colonnen gestürzt und die zweite 
Colonne mit — 2 multiplicirt haben, vertical wieder durch die Doppel- 
reihe 0, aber horizontal durch die Zeilen 



X, 



Vi 



üXy Xq 



Xc 



y%' 




0, 



= . (VII) 
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so entsteht durch Multiplication der beiden fünfgliederigen Determi- 
nanten die letzte Relation: 

Äff Af^ Afrf^ f{x) f(y) 

A^f A^ptp A^tf, <p{x) q>(i/) 

Ay,f Axf;^ A^^ t(x) i>{y) 

f[x) (p(x) ^(a;) (xyf 

fin) <p(y) t(y) {xyf I 

Damit mögen die Relationen, welche zwischen den Formen des 
Systemes stattfinden, ihren Abschlnss finden. Wir werden in mannig- 
fachen Untersuchungen von ihnen Gebrauch machen. 

136. Bas simultane System von n quadraüsdien Formen. Aus dem 
System der drei Formen f) 9 und ^ lässt sich nun leicht das System 
beliebig vieler quadratischer Formen erschliessen. Bezeichnen wir die 
Formen mit fi^ so besteht dasselbe 

1) aus den n Formen /i, /i, /i . . . /)• selbst, 

2) aus den ^-^ — • Functionaldeterminanten -ö-^t = (/)•, f^), 



2 

t - 
2 



3) aus den — ^o Invarianten Afifk=^(fi, fkf,*) 

4) aus den ^ 1T2 3 ~ Combinanten Rum == (A, (/*, fm)Y 

Man könnte noch die Frage auf werfen, ob nicht die Ueber- 
schiebungen der Functionaldeterminanten zu neuen Formen führen, 
nämlich zweier solcher Functionaldeterminanten, welche zusammen 
vier verschiedene Grundformen enthalten, wie 

{{fi, h), {f,l, fa)Y, A = l, 2. (I) 

Doch ist auch deren Reducibilität bereits nachgewiesen. Die erste 
Ueberschiebung ist nämlich reducibel, als Functionaldeterminante von 
Functionaldeterminanten, die zweite nach Nr. 132 (U). Das System 
besteht also in der That nur aus den oben angeführten Formen. 
Zwischen diesen bestehen natürlich wieder eine grosse Zahl von Re- 
lationen, welche den im Vorhergehenden aufgestellten entsprechen. 



*) Legt man, wie Herr Stady es gethan hat, bei der symbolischen Dar- 
stellnng einer Form f nicht wie wir lineare Factoren zu Grunde, sondern qua- 
dratische , so lassen sich alle Invarianten von f ■» c?J^ darstellen durch simultane 
Invarianten dieser beiden Formengruppen vom Typus (a6)' und (a&) (ac) (5 c). 
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von denen ich hier nur diejenigen anführen will, die sich auf die unter 
(I) angegebenen Ueberschiebungen beziehen. Man hat: 

1) ((/;, /i), (/i, /a)r = ^/*-^^a 

- - i [^i^f'^fo - ^iofkf, + A,a fifg- Atjifa^ , Nr. 48 (II) 

2) ((/;•, A), (/^, /.)V = (^.*,^,a) 

= i [ ^iQo fk - B,^„ A j Nr. 53 (in) 

3) ((/;•, /i),(A,A))^ = (^a,M' 

= I j Ä,^ Ä,a — Äia Ä,^ j . Nr. 132 (II) 

4) (A^g, Akky Aaa, Au) = 0. Nr. 50. 

§ 13. Speoielle quadratische Formen. 

137. Conjugirte quadroMsche Formen, Bei der Cayley'schen Me- 
thode der Auflösung einer Gleichung vierten Grades mit Hilfe der 
Inyarianteniheorie (vgl. Nr. 175) zeigen sich drei quadratische Formen 
9^} ^f X (^^^ quadratischen Factoren der Co Variante t), deren zweite 
Ueberschiebungen A^xp, A^x^ ^^x identisch verschwinden. Wir wollen 
allgemein drei solche quadratische Formen A, fufz conjugirt nennen, 
sobald ihre simultanen Invarianten A/^/^^ A/^y^y 4a A identisch null 
sind. Das volle System dreier conjugirter quadratischer Formen ent- 
hält nicht mehr 13^ sondern nur 7 selbständige Formen. Die Be- 
dingung A/./j, s=s bewirkt nämlich, dass die Functionaldeterminanten 

^0 = (fu Q> ^1 = (/ö; /i), -^8 = (/o> fi) den Originalformen /*o, resp 
f\y U proportional werden. Denn nach Formel Nr. 134, 3 (a) ist: 

2 (/"o, *o) =• - A. A • U + ^Uh ■ fi ' 
Da aber die beiden Invarianten rechts nach Voraussetzung ver- 
schwinden, so ist: 

(/ö, *o)-0 
und ebenso (/J, <&i), (/i, ^j). Das Verschwinden dieser Functional- 
determinanten lehrt aber nach Nr. 128, dass die beiden Formen, aus 
denen sie gebildet wurden, einander proportional sind. Man hat demnach 

^i^c^' /i 
^2 — ^2 " /a • 

138. Kanonische Farm dreier conjugirter Formen. Man kann sich 
fragen: Welchen algebraischen Ausdruck besitzen drei conjugirte 
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Formen, wenn man eine derselben in ihrer einfachsten kanonischen 
Form /q =^ 2xi x^ zu Grunde legt? Zur Beantwortung dieser Frage 
nehmen wir an /i = al sei eine zu f^^=^ al conjugirte Form, dann 
muss, weil nach Yorausetzung 



•/o/i 



a^aj — 2aiai + «oOg^O, aQ = a^ = 0, «1 = 1, 



auch a^ =s sein, d. h. die betreffende Form f^ muss dem Büschel 
angehören: 

Sind nun f^ und f^ zwei Formen des Büschels F, die nicht nur zu f^^ 
sondern auch unter einander conjugirt sind, so müssen ausserdem noch 
deren Coefficienten der Bedingung genügen: 

Hieraus ergiebt sich, dass die drei conjugirten Formen in diesem Falle 
die Gestalt annehmen: 

/o ^^ 2fl?i x^ 

Anmerkung. Drei specielle Formen dieser Art erhalten wir, wenn 

wir hierin a^ = 1 setzen und überdies Uq und a^ so bestimmen, dass 
die Discriminanten ^/,/,, A/^^ denselben Werth — 2 annehmen, den 
auch A/^f^ besitzt. Unter diesen Voraussetzungen wird 

und somit werden diese drei speciellen Formen: 

/o ^ ^^1 ^2 

/j = (ajj X2) 

fi = + i(Xi^ + x^^). 

Für diese drei Formen berechnen sich die Proportionalitatsconstanten 
in den am Schlüsse von Nr. 137 erwähnten Gleichungen: 

^0 ^^ ^ofo} ^l^^ hfl) ^2 ^^ ^ifi 

sehr einfach. Denn gerade wegen dieser Beziehungen reducirt sich 
die allgemeine Relation Nr. 134 (2, a) 

-Roi2 = 4/o^o =^ '^h^'^i = -^A'*^» 

auf 

•^12 = ^0 ^/o/o = ^1 4^,/, = ^2 ^AA ; 
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oder, indem wii* die Zahleucoef&cienten einfÜhreD, auf 

10 



-10 1 

— i i 
Daraus erhalten wir: 



— - /S Ca *^^ "^~ ^ Ct *— ^^ ^ Co • 



Cq = c^ = c^ = y — 1 = i . 

Das Product dieser drei quadratischen Formen ist eine Form sechsten 

Grades 

t = Const x^ x^ (xj^ — iFg*) , 

welche Klein (vgl. Vorles. über das Ikosaeder § 10) Octaeder nennt. 
Man kann nämlich die Gauss'sche Zahlenebene so auf eine im Null- 
punkt berührende Kugel projiciren, dass die sechs Wurzeln der Gleichung 
^ c=s gerade die Eckpunkte eines in die Kugel einbeschriebenen 
Octaeders werden. Wir werden auf das Octaeder noch später zu 
sprechen kommen (vgl. § 19). 

139. Die quadratischen Formen des Würfels. Wir hatten uns in 
Nr. 138 die Aufgabe vorgelegt, quadratische Formen aufzustellen, 
deren zweite üeberschiebungen 4/,/* i} ^ ^) verschwinden. Die Frage 
kann man verallgemeinem: Lässt sich eine Gruppe von quadratischen 
Formen, die keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen, so bestimmen, 
dass ihre sämmtlichen zweiten Üeberschiebungen -4/^./* (* ^ ^) einen 
festen Werth q besitzen? 

Zur Beantwortung wählen wir wiederum als eine der quadra- 
tischen Formen die Form 

Wir wissen, dass ihre Discriminante den Werth — 2 besitzt, und wollen 
annehmen, dass auch die übrigen Formen fi (t »» 1 , 2 . . . n) eine 
Normalform besitzen mögen, so dass ihre Discriminante 

sei. Dann lautet die Frage: Welches sind unter diesen Voraus- 
setzungen die Formen /J , deren zweite Üeberschiebungen A/^/j^ (i > k) 

sowohl unter einander als mit /*o den festen Werth q besitzen? Es 
mag von vornherein bemerkt sein, dass dieser Werth q von + 2 ver- 
schieden sein muss. Denn da die gesuchten Formen keinen gemein- 
schaftlichen Factor besitzen sollen, so müssen die Resultanten 

sein. Nun ist aber nach Nr. 134 (1, ß) 
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^fifk = 



^fifk 



A 



fkfk 



A, 



— 2 



-2 



^ifk 



Air. — 4^0. 



(I) 



Wk 

^/i/k — * ^ 
d. h. A/^fj^ muss von + 2 verschieden sein. 

140. Sei nun /i = rr* + 26a? + c, wobei wir noch der Einfach- 
heit halber den Coefficienten von x^ gleich 1 annahmen, eine erste 
Form von den verlangten Eigenschaften, und 

eine zweite^ dann müssen nach unseren Voraussetzungen die Bezie- 
hungen bestehen: 

^/.A = 2(c-6^) = -2 

^/oA= -2& = Q 
Ay^^ - 2(ay-^^ = - 2 

^/oA= — 2/J = Q 

^/,A = y + ca -26/3 = 9 

Dies sind gerade fünf Gleichungen mit fünf Unbekannten. Aus den 
ersten beiden bestimmen sich die Coefficienten von f^ linear; aus den 
drei letzten d^egen erhält man eine quadratische Gleichung für a 
oder y, und erkennt somit, dass es ausser /J) f^ f^ noch eine weitere 
Form ^3 giebt, so dass die fünf Invarianten 

-^/o/i; 4A)A> ^Uh7 -^AA, -4/iA 

den Werth q besitzen. Das gestellte Problem verlangt aber, dass 
auch Af^f^ = Q sei. Da jedoch die Coefficienten von f^ und ^3 durch 
die obigen fünf Gleichungen schon völlig bestimmt sind, so kann 
diese Forderung nur mehr eine Bedingung für q sein. Nehmen wir 
also an, 9 sei eine positive Grösse und fragen uns, welchen nume- 
rischen Werth muss sie besitzen, damit allgemein 

9 

ist. Die Beantwortung der Frage liefert uns die Relation Nr. 136 (4), 
welche zwischen den zweiten Ueberschiebungen von vier Formen be- 
stehen muss, und die wir allgemein in Nr. 50 abgeleitet haben. Die- 
selbe war: 



^fifk 



(f. f)', 


W, 9)\ 


if, tr. 


(f, xf 


(.9,fy, 


{9,9?, 


{9, v»)*, 


(9, X? 


it,fr, 


(*, 9»)* , 


(*, i>y , 


(.f, xT 


ix, fr, 


(Z. 9?, 


ix, *)% 


ix, xf 



= 0. 
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Setzen wir in ihr die Werthe -f- q und — 2 der zweiten üeberschie- 
bungen ein, so kommt: 

— 2, P, Qy Q 

Q} — 2, Q, Q 

Q) 9? — 2, Q 

Q, Q, (>; — 2 



==0 



(1 - 6y 



= 0, 



oder, wenn man = <y setzt und geeignet reducirt: 

a l l l 

1—1 

1 0-1-1 

1 0-1 

oder endlich: (1 — ö)^ (<y -f- 3) = 0. 

141. Der cubische Factor (1 — (j)* = liefert p = — 2 als Lösung; 
diese haben wir gerade ausgeschlossen. Es bleibt als einzige Losung 

, 2 



also 



Unter Benutzung dieses Werthes gehen die fünf CoefiGcientenbedingungen 

(I) über in: 

c - 6« = — 1 



4^.A = 



1 

3^ 



— fc = 
«y- /3*=— 1 

-ß = 



1 
3 



y + ca^2hß= - . 



18 1 

Daraus folgt zunächst 6*= — — , c = — - ^ /S = — ^* Demnach 
erhält man für a und ^: 



3 



8 , 8 



9 



9 
8 



(11) 

ay f 

Denken wir uns in f^ die Gonstante y in der Form — y y', dann 

gehen die Gleichungen (II) in die symmetrisch gebauten: 

y' + a = — 1 



8 



ay 



1 
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Qber^ woraus man erkennt, dass a und y' die beiden dritten Wurzeln 
€ und £^ der Einheit sind. Die vier gesuchten Formen f sind demnach: 



f 2 ^ 


8 g 
9^ 


f% **" *^1 3 ^1 ^2 


1. p^T^ 




8 » 

9 6^2* 



Damit ist die Aufgabe gelöst, quadratische Formen f so zu bestimmen, 
dass ihre zweiten Ueberschiebungen Aik durchwegs den Werth + q 
besitzen. 

Anmerkung. Das Product der vier quadratischen Formen liefert 
eine Form achten Grades: 

W= Const. xy (a?« — ^x^f — 8y«), 

2 

wenn wir der Einfachheit halber -rX^'^y y x^^==^ x setzen. Klein 

nennt diese Form (vgl. Vorles. über das Ikosaeder § 5 und 10) 
Würfel, da man wiederum die Gauss' sehe Zahlenebene so auf eine 
im Nullpunkt derselben berührende Eugei projiciren kann, dass die 
acht Wurzeln von W =0 auf der Kugel acht Punkte bestimmen, die 
gerade die acht Ecken eines der Kugel einbeschriebenen Würfels bilden. 
Ueber diese Form W vergleiche auch § 19. 

142. Bdationen zwischen den vier Formen fi . Man erkennt direct, 
dass die Summe aller vier Formen identisch verschwindet; demnach 
hat man als erste Relation: 

fo + fi+U + h-^- (1) 

Aus ihr folgt, dass die Summe irgend zweier derselben bis auf das 
Vorzeichen gleich der Summe der beiden andern ist. Bezeichnen wir 
eine solche Summe mit tpa, so hat man: 

902 = — 9l8 (2) 

9os = — 9l2 • 

Da also die sechs Summen zu je zweien der vier Formen /) nur drei 
verschiedene absolute Werthe ajjnehmen, so müssen sie sich als 
Wurzeln einer Gleichung sechsten Grades darstellen lassen, die sich 
durch die einfache Substitution 

fp}k = ^ 
auf eine cubische = reduciren lasst. 

Oordan, Invarianten. II. 11 
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Die drei Formen q)Q^, 9^2? 9o3 sind drei conjugirte quadratische 
Formen; denn man hat: 

(9oi 7 9^02)' = 

(9^02,908)^ = (3) 

(9^03; 9oi)* = 0. 
Dies ergiebt sich sofort durch Rechnung. So ist beispielsweise: 

(9^oi> VoiT = (/o + fi,fo + f^y = ^00 + ^1 + A)2 + ^12 

= -2 + 1 + 1 + 1 = 0. 

Es ist femer bemerkenswerth^ dass auch eine lineare Relation zwischen 
den Quadraten der vier Formen fi existirt. Man verificirt näm- 
lich sehr leicht durch Rechnung: 

^' + ft' + u' + r,* = . (4) 

Anmerkung. 1. Wegen der Relationen (1) und (4) reducirt sich 

die Gleichung: 

(|-/o)(|-/i)(|-A)(l-^) = 

auf die drei Glieder: 

|* + ^g + B = 0. 
Durch die Substitution 

geht sie über in die Gleichung 

n' + n + c = o, (I) 

eine Gleichung vierten Grades, die nur einen einzigen Parameter C 
besitzt. Sie hat eine cub][pche Resolvente, die oben erwähnte Glei- 
chung 9 = 0, die natürlich ebenfalls nur diesen einen Parameter C 
enthalten kanu. Man könnte diesen Umstand benutzen — wenn man 
nicht aus praktischen Gründen davon absehen mQsste — die allgemeine« 
Gleichung vierten Grades aufzulösen. Zu dem Zwecke bringt man sie 
zunächst — was immer möglich ist — auf die Form (I), vergleicht 
die Parameter und löst nun die Gleichung (I) mit Hilfe der cubischen 
Resolvente, aus deren Wurzeln ipa sich leicht die Wurzeln fi der vor- 
gelegten Gleichung bestimmen lassen. (Vgl. auch § 19.) 

Anmerkung. 2. Herr Brill hat im 20. Bande der Math. Annalen 
(Binäre Formen und Gleichung sechsten Grades) gleichfalls gezeigt: 
Man kann immer vier quadratische Formen so finden, dass zwischen 
ihnen sowohl als zwischen ihren (Quadraten je eine lineare Relation 
besteht, also dass man, wenn f^ f^ f^ f^ die vier quadratischen Formen, 
die Beziehungen hat: 

/; -I- /» + /'s + /; = (1) 

«. f? + «2 U + «0 fz' + «4/4' = . (2) 
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Er zeigt ferner^ dass, wenn man irgend drei der vier Formen durch 
ihre drei Functionaldeterminanten d'n ersetzt, zwischen dieser und der 
vierten Form ebenfalls analoge Relationen bestehen. Da dies auf vier 
verschiedene Arten möglich ist, so haben folgende fünf Formen- 



quadrupel 



#2 / 8 / 4 



©■q« 'd'aA ft 



23 



84 



fl 
^12 ^24 fz ^41 

^^Q ^©H ^31 fl 



'42 
41 



12 



28 



die nämliche Eigenschaft, gleichzeitig durch Relationen von der Form 
(1), (2) aneinander gebunden zu sein. Ist also ein Quadrupel ge- 
funden, so erhält man aus ihm stets vier andere. Hiebei kann man 
jedes der fünf Quadrupel in irgend einer Permutation zu Grunde 
legen, um auf dieselben vier andern zu gelangen. Man hat also 
24 • 5 <=s 120 Operationen zur Verfügung, um von einem Quadrupel 
auf ein anderes der fünf zu gelangen, und insofern bilden die fünf 
Quadrupel eine Gruppe im Sinne der Gleichungstheorie. 

142. Die quadratischen Formen des IJcosaeders. Indem wir der 
Invariante A/^^ die Bedingung auferlegten, dass auch sie in Ueber- 
einstimmung mit den fünf übrigen den constanten Werth -|- q besitzen 
m5ge, gelangten wir zu vier quadratischen Formen, die durch diese 
Bedingung völlig bestimmt waren. Es stand uns damals aber frei, für 4/-,/, 
den Werth + p zu wählen, und wir wollen nun untersuchen, zu welchem 
Resultate die Wahl -4/,/, = — q führt. In diesem Falle wird die Be- 
dingung für den numerischen Werth von q dargestellt durch die De- 
terminante 

97 

-2, 

— 9y 



-2, 






-2, 



9 
9 



9 



-2 



= 0. 



Wir ersetzen in ihr wiederum durch ff und erhalten alsdann 

9 



6 

1 
1 
1 



1 
a 
1 



1 1 
1 1 
ff — 1 



1 — 1 



ff 



ff— 1 

1, 
0, 

1, 



= (ff*-l) 



1 
1 



1 



1-ff, 

ff; 
0, 

1, 
— 1 




1 





1 

1 

- 1 



0, 

1, 

(ff+1), 

-1, 



1 
— 1 

ff 





1 

(ff+1) 





= 0. 



11 
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Der Factor <y* — 1=0 führt wiederum auf den Werth p = + 2, 
den wir aus gleichen Gründen wie früher verwerfen müssen. Der 
andere Factor reducirt sich auf 



oder 



(<y + 1) ((j — 1) — 4 = 
Die Wahl des Vorzeichens steht uns frei. Wir nehmen zunächst 



und erhalten alsdann 



Q 



+ |/5 

— 2 

w 



Die Coefficientenrelationen (I) in Nr. 140 gehen dann^ wenn wir dies- 
mal den noch willkürlichen Coefficienten von x^ in f^ gleich —-=z wählen, 
anstatt ihn wie früher gleich 1 zu setzen , über in: 

-L c - 6« 1 



Vi 

ay — ^2 _ _ J 



ß 



\y + ca — 26/3 



— 2 

yi ) 



(in) 



Hieraus folgt zunächst: 

1 



6 = 



V5 



ß = 



1/6' 



— 2 



Die übrigen Gleichungen gehen durch Substitution dieser Werthe 
über in: 



Vb 



?y 



|/6 

ay 






2_ 

5 



Vß" 



— 4 



Wenn wir hier wiederum, um die Gleichungen symmetrischer zu ge- 

2 

stalten, in f^ den CoefQcienten a durch — a und den Coefficienten y 



— 2 



durch — =- y' ersetzen, so erhalten wir: 



]/6 



a +y == 



-1+1/6 



(IV) 



f I 



a y = 1 
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Nun sind bekanntlich die fünften Wurzeln der Einheit 



- i+Vö , .]/io + 2i/5 3 -1-V6 ; l/lo- 2V5 



« 4 h * - 4 > « = 4 * 4 

Demnach kann man die Gleichungen (IV) auch in der Form 
schreiben 

a' + y' = -5 + «* /y^ 

oder, wenn man auch in den Gleichungen (IV) der Yb das negative 
Zeichen giebt^ was nach unseren Entwicklungen erlaubt ist, 

a' + y' = e« 4- «8 

Die beiden Gleichungen (V) und (VI) aber lehren: 

^Die Goefficienten a' und y' der quadratischen Form f^ sind 
je ein Paar s^ und ^ der fünften Einheitswurzeln, wenn man 
dieselben so auswählt, dass die Exponentensumme V'\'(k^=b ist/^ 

Es existiren demnach vier Formen f^^ welche die verlangten 
Eigenschaften besitzen. Wir erhalten also sechs quadratische Formen 
von der Beschaffenheit, dass ihre fünfzehn zweiten Ueberschiebungen 
-4^»/* (* ^ ^) ^^® ^^^ ^*® Vorzeichen übereinstimmen. Sie sind, wenn 

wir die Formen A, . . . /s noch mit -y- multipliciren, dargestellt durch: 






"^ /i — ^ ^r + Ä?! a;^ « a?j| 



— - /j — 6 ^Tj -|- a?! Xg a a;^ 



~2~ /i — ^ ^1 + ^1 ^2 "~ * ^2 

r ^ /* 4 8 1 8 

~2~ / 6 "^ ^ "^1 "T ^1 ^8 ^ ^8 • 

^nmerArtm^. Das Product dieser sechs quadratischen Formen be- 
zeichnete Klein mit dem Namen „Ikosaeder'^ (vergl. a. a. 0.), aus den 
nämlichen Gründen, die ihn zu den Bezeichnungen „Oktaeder'^ und 
„Würfel'^ veranlassten. Die Gleichung des Ikosaeders ist demnach 
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oder: 

1 2 vi l" 1 2 ^~~ 2 / """" ^ • 

Ich mochte noch darauf aufmerksam machen^ dass auch zwischen 
den sechs quadratischen Formen specielle Relationen bestehen müssen, 
und zwar vier an der Zahl, da sie nur von den zwei Parametern x^ 
und x^ abhängen. In der That findet man leicht durch directe 

.1/6 

Rechnung, wenn man die erste Form /ö noch mit ^ multiplicirt und 
nun ^ fi mit ^,- bezeichnet, die vier Identitäten: 

^*«* = 0, (1) 

^^** = 0, (2) 

^^,«==0, (3) 

Aus den ersten drei Relationen geht sofort hervor, dass die 
Gleichung 

t = 

die Form haben wird 

;ei^ + a;8f* + 6i? + c = 0« 

Durch die Transformation z <= ')/a • y geht sie über in die Form 

f + y' + Vy + e' = 0. (5) 

Aber auch diese beiden Constanten V und c sind noch von ein- 
ander abhängig wegen der noch unbenutzten Relation (4). Sie sind 
beide Functionen ein und desselben Parameters A, so dass also (5) 
eine Gleichung sechsten Grades mit einem einzigen Parameter darstellt. 
Wir werden später auf solche Gleichungen noch zu sprechen kommen. 
Nimmt man statt der sechs quadratischen Formen ihre ersten Polaren 
fi , so bestehen immer noch vier analoge Identitäten, wie die oben 
angeführten. Aber die Gleichung sechsten Grades, welche die Quadrate 
dieser Formen zu Wurzeln hat, besitzt nunmehr zwei Parameter. Es 
ist dies dieselbe Gleichung sechsten Grades, welche Jacobi zwischen Theta- 
eihen im 2. Bd. des Grelle'schen Journals erhalten hat. Setzt man nämlich: 
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0(g) = 1 + 2g + 2g* + 2if + 2g^ö + 2f^ -| 

und 

SO wird 

oder 

®(€c'g) = a?^ + A + «"^^A; 
wobei 

^^ = 2g +2g^« + 2g»« + 2g«^ H 

^1 = 1 + ag»'"^ + 2g*^ + 2g««» H 

A^ = 2g* + 2g^ + 2g*^ + 2g«* H . 

Setzen wir aber A^ = ^iVu -^^ = {x^y^ + x^y^), ^ = — a^gy^, 
so haben wir: 

®(«2) =/i» 

und überdies: 

Es lassen sich also in der That diese sechs Thetareihen mit den 
Polaren der sechs quadratischen Formen fo, fi, - - - fs identificiren. 

§ 14. Die Form dritten G-rades. 

143. Einleitende Bemerkungen. Wir haben bereits in den Bei- 
spielen Nr. 37 und Nr. 39, welche den Ueberschiebungsprocess er- 
läutern sollten, eine Reihe von Cd- und Invarianten der Form dritten 
Grades kennen gelernt Bezeichnet man die cubische Form mit 

/•= a^Xj^ + Sa^x^x^ + Sa^XiX^^ + a^x^^ ! 

= aj — &| = Ä «=» etc., ;V 

so haben die a. a. 0. gebildeten Covarianten die symbolischen Producte / 

(/;/)»= (o6)* 0,6. = z/ J 

{J, Jf = (a6)* (cd)* (od) (6c) = J^^ = ü 
(/; J) ^ (ab)* (ca)b,el -= Q 

zum RepräseDtanten. Schon damals bemerkten wir, dass mit diesen 
vier Formen 

f, ^, -K, Q 
das Tolle System von f abgeschlossen ist, d. h. dass alle fibrigen Co- 
und Invarianten von f sich rational und ganz durch dieselben dar- 



/ 
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stellen lassen , und es ist unsere erste Aufgabe, diese Behauptung 
nachzuweisen. Da nun alle weiteren Co- und Invarianten nur durch 
Ueberschiebung der drei Goyarianten fj Jy Q entstehen können und 
somit durch symbolische Producte dargestellt sein müssen, die irgend 
welche der sechs Elammerfactoren 

(al), iaJ), (^^J, (aQ), (JQ), iQQi) 
ZU Factoren haben, so besteht unsere Aufgabe darin, den Nachweis 
zu liefern, dass jeder dieser sechs Elammerfactoren Reducent ist 
(vergl. Nr. 124), d. h. dass jedes symbolische Product, welches 
solche Klammerfactoren besitzt, entweder identisch verschwindet oder 
auf Producte mit Factoren f, ^, B, Q reducirt werden kann. Indem 
ich nun diesen Beweis antrete, will ich nur den Beweis für die 
Beducenteneigenschaft des Elammerfactors {ah) nochmals in voller 
Ausführlichkeit entwickeln. Da der Gedankengang bei den folgenden 
Beweisen derselbe bleibt, so wird alsdann eine grossere Eürze ge- 
stattet sein. 

144. Der Factor (ah) ist Beducent. Jedes symbolische Product 
P, das den Factor (ah) besitzt, muss in irgend welchen Verbindungen 
auch noch zwei weitere Symbole a und zwei Symbole h enthalten, 
wenn es eine wirkliche Covariante von f darstellen soll. Wir drücken 
dies am allgemeinsten aus, wenn wir sagen: 

Ä = (ah)a^axhtihy 

muss ein Factor des zu untersuchenden Productes P sein, wobei |, 
Xy VI, y durch irgend welche Symbole ersetzt sein können. Dieses 
Theilproduct n kann als eine gemischte Polare der Form 

n=(ah)am 

angesehen werden und ist mit dieser gleichzeitig reducibel. Die Form 
/ n ist aber ein Glied der zweiten Polare von 

(/•, f) = (ah) al U 

und lässt sich somit darstellen durch diese Polare (/*, f)yt^ selbst 
plus Gliedern, welche den Factor (ahy(xy) besitzen (vergl. Nr. 25). 
n ist also reducibel, sobald (/*, f)^^ und auch die Glieder mit dem 
Factor (a6)*(xy), oder was dasselbe ist, sobald (/*, f) und (ah^a^hp 
reducibel sind. Der Term (abya^hy ist jedoch ein Glied der ersten 
Polare von 

(/•, n* - (a6)»a,6. 

und lasst sich somit ersetzen durch diese plus Gliedern mit dem 
Factor (ahY(xy). Die Reducibilitat von 77 ist also zurückgeführt auf 
die drei Bedingungen, dass (/*, f), (f, /)*, (f, ff reducibel sind, d. h. 
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auf bekannte Formen führen. Es ist aber 

und demnach ist tt reducibel, und (ab) Reducent. 

Anmerkung. Ich mochte noch bemerken, dass sich diese Dar- 
stellung der Beducibilität mit der in Nr. 124 gegebeneu vollständig 
deckt. Wir belegten damals Klammerfactoren mit dem Namen Re- 
ducenteu, sobald das Producta welches sie allein besass, sammt allen 
daraus durch Faltung entstehenden reducibel war. In der That sind 
wir hier zum gleichen Resultate gelangt, denn (/', fy und (/", ff ent- 
stehen aus (/*, f) durch Faltung. 

145. Die Factoren (a^) und (^^i) sind Beducenten. Die erste 
Ueberacbiebung von f über ^ lieferte die Covariante Q] die zweite 
Ueberschiebung aber verschwindet identisch (vergl. auch Nr. 62, Bei- 
spiele). Denn ersetzt man in 

^x = (ö6) ö»6aj 

X durch c, so kommt: 

{c^y = iaby(ac){bc), 
und somit: 

(/; jy = {cjy c, = {aby(ac) {bc)c,. 

Vertauscht man rechts einmal c mit &, dann auch c mit a und 
addirt die drei so erhaltenen Ausdrücke für (/*, jy, so ergiebt sich: 

( A ^y = 1 {ab) (ac) (6c) { (ab) c. - (ac) 6, + (6c) a, } , 
oder: 

if,,^y=o, , (I) 

da der in der Klammer befindliche Ausdruck identisch verschwindet. 
Weitere Ueberschiebungen von f über /l existiren nicht; (/*, ^) = Q, 
{f, jäy = 0, folglich ist (aJ) Reducent. 

Ebenso ist {^^i) Reducent, weil (z^, z/) = 0, (^, jy =^Ajj ist. 

146. Der Factor (aQ) ist Reducent Nach den Entwicklungen in 
Nr. 144 haben wir nur den Werth der drei Ueberschiebungen: 

(/", Q), (/•, Q)* und (/, Qf 
ZU untersuchen. Wir schlagen hiebei ganz den regulären Gang des 
Ueberschiebungsprocesses ein, indem wir zunächst die erste Polare von 
Q bilden. Es wird: ^ 

^QlQv = {cJ) [ciJy -f 2^,c.Cy] « Gl + 2G,. (1) 

Wir können den Ausdruck rechts vereinfachen. Die Differenz aus 
der Polare und einem ihrer Glieder, nämlich 

^QlQy — 3G, = {cd) {cUy -f 2J^c^Cy] - 3(c^^,c^Cy, 
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hat den Factor (c^y(xy). Ein Product mit dem Factor (c^^ ist 
aber identisch Null; da (/*, jy ==■ 0, und ein solches Product aus 
dieser Form durch Ueberschiebung entstanden gedacht werden kann. 
Folglich sind die beiden Glieder in (1) einander gleich^ d. h. es ist: 

und demnach wird die Polare: 

Ql Qy = (c^)clJy = (c^)cxCyJx> (2) 

Hieraus folgt für yi = — ftg, y» = &i • 

oder^ indem man b mit c vertauscht und beide Ausdrücke addirt: 

= — -^ {bcfbxCx Jl , 
oder 

Bildet man ferner die erste Polare von J^y so kommt: 

Jy^x = (abyaxby. (3) 

Wir ersetzen hierin x durch ^' und erhalten nach Multiplication mit Jy : 
{JJ')Jyj; = {aby{ad')by/l'y = {ab)\a/l)byJy. 
Substituiren wir dagegen in (2) für x das Symbol by so kommt: 

Durch (Komparation dieser beiden Gleichungen ergiebt sich: 

{QbyQyby={^j')jyJy. 

Rechts steht die erste ueberschiebung von Zly über sich selbst^ 
sie verschwindet identisch; also hat man: 

(/", QY = 0. (H) 

Setzt man endlich in Q'='{cJ)cl/lx das Symbol b an die Stelle 
von Xy so erhält man: 

{Qby = (c^)(cb)\jb). 

Dasselbe ergiebt sich, wenn man in d = {cbycxbx an Stelle von 
X das Symbol /J substituirt, nämlich: 

(J, jy=^{cJ){cby(bJ). 

Durch Comparation ergiebt sich also: , 

(f, QT = - (Qif = (^, ^y = Äjj. (III) 

Die drei Ueberschiebungen von f über Q sind somit auf bekannte 
Formen reducibel und demnach ist (aQ) Reducent. 
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147. Die Fadoren (JQ) und (QQ") sind Beducenten. Der Nach- 
weis, dasB auch diese letzten Factoren Beducenten sind, lässt sich nun 
auf Grund der eben gewonnenen Beziehungen einfach ftlhren. Da 

nach Nr. 146 (2): 

Q',Q» = (cJ)clJ,, (1) 

so hat man hieraus für y^ = — ^g, Vt"" -\-^i 

oder 

iJ,Q)^ \-Äjj.f. (IV) 

Setzt man in derselben Relation (1) statt x das Symbol J{= J'), 
so kommt: 

da rechts der Reducent (cjy auftritt (vergl. Nr. 145 und 146). Dem- 
nach ist: 

(j, gy = (V) 

und folglich ist (^Q) Reducent 

Substituirt man endb'ch Q' in diese Relation (1) für die Variable 
X, und multiplicirt mit Qy(j=* Qy), so erhält man: 

Der symbolische Ausdruck rechts besitzt aber den Werth y^^^' ^' 

Denn die erste Polare der verschwindenden Ueberschiebung (f, QY 
— (a^)*axÖx ist: 

if. Q)l = iflQr{<^.Qy + Qzay] =0; 

andemtheils ist: 

{aQf [a^Qy - Q.Oy] = {aQ)\xy). 

Folglich erhält man durch Addition: 

und wenn man hierin x durch z/ ersetzt , und {aQf durch seinen 
Werth Äjjy so kommt endlich: 

also ist in der That: 

{Q,Qr=^^Aj^-J. (VI) 
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Weil aber auch aus bekannten Gründen (Q, Q) = und (ö, Qy = 0, 
so ist (jQ, Q') Reducent 

Demnach sind alle überhaupt möglichen Elammerfactoren Re- 
ducenten, und es besteht somit der Satz: 

,;Das volle System der Form dritten Grades f besteht aus den 
vier Formen /*, z/, Ajj^ ^." 

148. Tabelle der üä)erschidmngswerthe dieser vier Formen, Ich will 
die in diesem Beweise gewonnenen Resultate noch einmal tabellarisch 
ordnen. Ist 

so hat man als symbolische Darstelluigen der Grundformen des Systemes: 

(/•, f)* = ^ = (abya^h 
{J, /ff ^Ajj^-R = (o6)» {cif (acl)(bc) 

(/•, J)'='Q = (cJ)ci J, = {aby (cb) da,. 
Als Ueberschiebungswerthe erhielten wir: 

if,n-o, {f,f)* ■=^, (f,n'-o (1) 

{J,J)^0, iJ,jy^Ajj^R (2) 

iQ,Q)--0, {Q,Qy'=^l-Ajj.J, (Ö,g)» = (3) 

{f,J)=-Q, (f,jy = (4) 

i/i,Q)={Ajj.f, (z/,e)»-=0 (5) 

(/•, Ö) - - I ^, (/•, QT = 0, (/■, Qy = Ajj. (6) 

Unter den Govarianten des Systemes befindet sich eine schiefe Form, 
nämlich die Govariante Q. Ihr Quadrat muss sich durch die übrigen 
geraden Formen darstellen lassen. Um dies zu bewerkstelligen^ be- 
rücksichtigen wir, dass sie Functionaldeterminante von f und ^ ist. 
Indem wir die allgemeine Formel für Functionaldeterminanten benutzen 
(Nr. 48, 1); gelangen wir zu der bereits von Cayley entdeckten Relation 
zwischen den vier Grundformen des Systemes: 

{f, ff, if, jy, f 
2(2»= {f,/iy, 

f, 

J, 0, 

0, n, 



oder: 



{j,jy, j 

J, 

f 



f, J, 0' 



(I) 
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Wir werden bei Auflösung der Gleichung dritten Grades von dieser 
Relation Gebrauch machen. 

149. Das Formensystem von Q + If, Wir sahen, dass die Form 
f eine Covariante gleichen Grades in den Variabein besitzt, nämlich 
die Form Q und können uns demnach die Frage vorlegen: welchen 
Werth haben die Grundformen des Büschels 

Q + ^f, 

also die Formen 

^Q^f} ^<H-i/; Qo^f' 

Wir können zu diesem Zwecke den Weg directer Ueberschiebung 
oder auch den Aronhold'schen Process benutzen. Wir wollen hier 
den ersten einschlagen, und erhalten in einfacher Weise: 

= |B.^+AM-=(A« + |)^f (1) 

B«+^/ = ((a^ + I) ^, (A^ + I) ^y =■ (A« + |)*(^, ^f 

= (^* + D" R (2) 

Q<H^f - (Ö + A/-, (A» + t) ^) = (A« + I) {(<2, ^) + A (/-, ^) j 

150. Beispiele zur Uebung, Wir hatten zur Berechnung der Tabelle 
in Nr. 148 lediglich den Ueberschiebungsprocess benutzt. Der Um- 
stand, dass /eine Covariante Q besitzt, die gleichfalls dritten Grades in 
den Yariabeln ist, legt den Gedanken nahe, mit Hilfe des verwandten 
Aronhold'schen Processes solche Ueberschiebungen in vielleicht ein- 
facherer Weise zu ermitteln. In der That können wir, indem wir 
eine beliebige Ueberschiebung von bekanntem Werthe deltairen, auch 
Werthe von andern Ueberschiebungen berechnen. Ich erinnere zu- 
nächst daran, dass wir in Nr. 63, unter der Voraussetzung 

Sf^Q, (I) 

folgende Beziehungen erhielten: 

dQ = — ^Rf, *^ = 0, dR = 0. (II) 

Deltairen wir nun die beiden Relationen 

(/•, Qy = 0, 

so erhalten wir: 

d{f, Af = {8f, Ay + (/•, 6Af = 0, (1) 
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also wegen den Beziehungen (I) nnd (II) 

*(/•, Q? •= W, Qf + (/•, !SQ? = 0, (2) 

oder: 
oder: 

Man erkennt; wie auf diesem Wege oft in sehr einfacher Weise 
Ueberschiebungen berechnet werden können. Wir werden bei Gelegen- 
heit der Theorie biquadratischer Formen noch ausgiebiger von dieser 
Methode Gebrauch machen. 

151. Erste Anwendung: Die Discriminante der Form f. Bekannt- 
lich ist die Discriminante einer Form darstellbar als Resultante der 
gleich null gesetzten ersten Differentialquotienten dieser Form. (Vergl. 
Bd. I, Nr. 173 und 178.) In unserm Falle hier sind die beiden ersten 
Differentialquotienten von /" = ai = 6J zwei quadratische Formen 

und die Resultante derselben ist nach Nr. 129 gleich der Discriminante 
ihrer Functionaldeterminante d', nämlich: 

2^^=-!?^.^,. (1) 

Nun ist die Functionaldeterminante von f^ und ^ dargestellt durch 

d' = (^ft) (^x &« fl^ 6«7 

oder, wenn man a mit b yertauscht: 

^ = — (ab) üx bxb^ ^i , 
folglich : 

2^ = (a6)«a,6^ = z/, 

d. h.: ;;Die Discriminante der Form f ist also bis auf einen Zahlen- 
factor gleich der Discriminante von ^." 
Man hat: 



also wegen Relation (1) 



A»^ = -j- Ajj , 



— IT ^JJ = ^/i/. 



2 

Verschwindet die Discriminante von /*, dann hat also sowohl f 
als /J zwei gleiche Wurzeln. Wir werden sofort sehen, dass in diesem 
Falle ^ ein rationaler Factor von f ist, und dass die Form Q den 
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Doppelfactor der beiden Fonneü f und /l dreifach enthält , also ein 
reiner Onbus ist. 

152. Zweite Anwendung: Auflösung der cubischen Gleichung. Die 
Methoden ; eine Gleichung dritten Grades aufzulösen , werdeq natnr- 
gemäss zunächst darauf gerichtet sein, sie auf eine reine cubische 
Gleichung; deren Wurzeln uns ja bekannt sind^ zurückzufahren. Hiezu 
bieten uns die vorausgegangenen Entwicklungen zwei Relationen; ein- 
mal die Gayle^sche Identität 

2Ö* + ^ + iJr = 0, (1) 

dann aber auch die Relation 

^(H-V - (I + A*) • ^. (2) 

Wir gehen zunächst yon der zweiten Gleichung aus. Sobald 
nämlich die Hesse'sche Form ^q^i/ von Q-^-Xf identisch verschwindet, 
ist nach Nr. 55 die Form Q •{• Xf em reiner Cubus. Dies tritt also 
immer ein, sobald 

| + A* = 0, (3) 

und damit haben wir eine quadratische Resolvente der cubischen Form. 
Setzen wir ihre beiden Wurzeln: 



-V- 



« 



SO sind die beiden Formen: 

Q + ^lA Q + Kf 

die dritten Potenzen zweier linearer Formen, die wir mit a» resp. ßx 
bezeichnen wollen. Für jene Werthe von x aber, welche das Ver- 
schwinden von f bewirken, besteht wegen 

die Beziehung 

d. h«: „Die drei Wurzeln von f bestimmen sich beziehungsweise aus 
den drei Gleichungen 

Ox — ßx =0 

«x -- Bßx =0 

Demnach lässt sich f bis auf eine Constante als Product folgen- 
der drei linearer Factoren schreiben: 
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{f e +7=1~^ - ' i/o - V~fr 



X 



X 



i^) 



B 
2 



f 



Es ist hiebei nicht nöthig, direct die dritte Wurzel aus Q 4- y- 
auszuziehen; vielmehr braucht man nur die erste Polare zu bilden 

QlQv + hnfy = ^l^y 
QlQy + ^,nfy--ßlßy 

und nun etwa a?! = 1 , x^^= zu setzen. Die sich so ergebenden 
Werthe ay und ßy sind bis auf Constante gleich den dritten Wurzeln 
aus dem vollständigen Cubus Q + A,/. 

153. Wir können nun aber auch die Cayley'sche Relation zur 
Auflosung der Gleichung dritten Grades benutzen, welche uns zugleich 
auch Aufschluss über die Bedeutung der beiden linearen Formen a^ 
und ßsc giebt, auf die wir im Vorausgehenden geführt wurden. Wir 
schreiben zu dem Zwecke die Relation (I) Nr. 148 in der Form: 

^3 [2Q* + Rn, 



oder auch 



^» = -2{«2 + /-]/-f) [q-fY^f^ 



Auf der linken Seite befindet sich nun ein reiner Cubus, und 
rechts das Product zweier Formen dritten Grades, welche, da im all- 
gemeinen f und Q keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen werden, 
ebenfalls keinen Theiler haben. Demnach muss jeder Factor rechts 
einzeln ein voller Cubus sein, etwa: 



-i|e-/l/-f)-/ij, 

WO nun Ux und ßx bis auf den Factor -r- mit den in Nr. 152 gleich 
bezeichneten linearen Factoren übereinstimmen. Wir haben demnach 



oder 






-8aJ/SJ, 
— 2ax^x« 



(1) 
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Hiebei ist rechts noch eine der dritten Einheitswurzeln als Factor zu 

denken. 

Wenn wir nun die Form f so transformiren, dass an Stelle der 

Variabeln x^ und x^ die Linearfactoren von J eintreten , so geht 

/* B» in eine reine cubische Gleichung über. Es ist nämlich nach 

Nr. 148: 

(/•, ^)«-a.(aa)(a/J) = 0, 

d. h.: ,, Jedes symbolische Product mit dem Factor (aa)(aß) hat den 
Werth nuiy Erhebt man daher die Identität 

a, (aß) = fl^ (aß) — ß:, (aa) 

auf die dritte Potenz, so ergiebt sich: 

al (aßf = aj (aßf - ßl (aa)' ^c-f. (2) 

Die Form f ist also unter Zugrundelegung der Linearfactoren von 
jd in eine reine cubische Form t^ansformirt, und man erkennt zugleich, 
dass es hiebei wegen der überall auftretenden dritten Potenzen gleich- 
giltig ist; welche dritte Einheitswurzel wir der rechten Seite der 
Gleichung (1) als Factor geben. 

Zur Auflösung der cubischen Gleichung: 

/•= ax^ + Zhx^x^ + ScXj^Xi^ + dx^^ = 

hat man demnach folgenden Weg einzuschlagen. 
Man bilde zunächst die Hesse'sche Form von f 

Y ^ = (ac — 6*) Xj^ + (ad — bc) x^ x^ + (p^ — ^0 ^2^ 
und suche die beiden Wurzeln derselben: 

b = (& c— ad) ±'VJßd — hdj^'— 4 ([>d~— c 'j (öc^ V) 
^L^ 2(ac — b^) 

Es ist alsdann: 

- J = — (x^ik^ — x^k^) (ajjftg — ^t^^' 
Mit Hilfe der Transformation 

geht f in die Form über 

die nun durch Ausziehen der dritten Wurzel gelost werden kann. 

154. Schlttssbemerkungen. Sind die Goefficienten yon f reell und 
ist jRsssAjj negativ, so besitzt f eine reelle und zwei imaginäre 
Wurzeln. Dies erkennt man direct aus der Darstellung (5) der Form 
f in Nr. 152. 

Gordan, Inyarianten. U. 12 
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Ist ü => 0, so besitzt f zwei gleiche Wurzeln und ebenso /l. In 
diesem Falle ist natürlich die in Nr. 153 gegebene Transformation 
von f unmöglich. Die Hesse'sche Form ist dann, wie schon früher 
erwähnt, Factor von f. Denn da in jedem Falle nach Nr. 152 (4) 



so ist demnach: 






2f- ]/- f «= a| - ^1 = («x - /J,)-(a, - sß,).(a, - f»/J.) 

wo Q eine Constante. ^ 

Ist nun 12 = 0, also «« = /S^, so wird 

^ = (fal. 
Es ist aber 

(/■, ^) = Q, 

oder: ^ 

also nach Division mit dem linearen Factor a^i 

Q(aa)al «= a|. 

Daraus schliesst man, dass a^ der Doppelfactor von f. [Vergl. 
Nr. 99, (3).] üeberdies sieht man, dass, im Falle R=^0, Q die dritte 
Potenz des Doppelfactors von / ist. 

Ist endlich ^ selbst identisch null, so ist nach Nr. 55 die Form 
f der Cubus einer linearen Form. 

§ 15. Das Formensystem der Form vierten Grades. 

155. Die fundamentalen In- und Govarianten, Wie bei den Formen 
dritten Grades, so liefern auch hier die Ueberschiebungen von f über 
sich selbst und über ihre Hesse'sche Covariante das vollständige 
System der Form vierten Grades, d. h. die Gesammtheit jener Formen, 
durch welche sich alle übrigen Co- und Invarianten ganz und rational 
ausdrücken lassen. Wir haben diese Ueberschiebungen (/*, //, (/*, jdy 
bereits früher, insbesondere auch in § 8 unter den Anwendungen des 
Processes der Reihenentwicklung, kennen gelernt, und wollen nur noch 
einmal die dort gewonnenen Resultate zusammenfassen. 
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Bezeichnen wir mit 

= at = bt =ct= . . . etc. 

die gegebene Form vierten Grades, so sind die erwähnten Formen 
durch folgende symbolische Producte dargestellt: 

{f, n* = («6)* = i *) 

(/•, z/y = (a^)* = {abf{bc)\cay =j*). 

Diese fünf Formen: 

fy ^, ^ ^ i 

bilden, wie schon erwähnt, das vollständige System der Form /*, und 
mit dem Beweise dieser Behauptung wollen wir uns nun im Folgen- 
den beschäftigen. 

156. Gedankengang des Beweises. Irgend eine Co- oder Invariante 
von f kann nur durch üeberschiebung der Formen /*, /:J'y t über sich 
selbst oder über einander entstehen. Legen wir hiebei t in der Form 
{ajd)al/ll zu Grunde, so enthält jedes symbolische Product, das bei 
diesem Ueberschiebungsprocess entsteht, nur Symbole a und ^, und 
zwar ausser in Factoren erster Art a^., jdx nur in den drei allein mög- 
lichen Elammerfactoren: 

(a6), {aJ), {JJ,), 

Gelingt es uns also zu zeigen, dass alle Formen, welche einen 
dieser drei Elammerfactoren enthalten, reducibel sind, vergl. Nr. 124, 
so ist damit auch bewiesen , dass ausser den erwähnten fünf Formen 
keine weitern existiren können, die sich nicht rational und ganz durch 
die gegebenen /*, d, t, i, j ausdrücken lassen. 

Wir werden demnach zuerst die zunächst liegenden einfachen 
Ueberschiebungen von f über ^, und ^ über z/ berechnen, wobei 



♦) Es ist: 

1 1 2 8 



etc. = 



j = {aby{bcy(cay 



s 


«0 ®1 ^» 


= 6 


«1 «4 «3 




0^ Os «4 



6 (ao«a«4 — «0^* "" «1*^4 "" «2' + ^did^a^) (vergl. Bd. I, Nr. 40). 

12* 
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sich als erstes Resultat ergiebt, dass sich die so entstehenden Formen 
in der That durch die fünf Grundformen rational und ganz aus* 
drücken lassen. 

Sodann zeigen wir auf Grund dieser Thatsache, dass die Klammer- 
factoren 

(ab), {aJ)\ {aJ)(bJ), {Jd,) 

Beducenten sind^ und daraus ergiebt sich alsdann, dass jedes durch 
Ueberschiebung von /*, J und t entstehende Product reducibel ist 
Die obenerwähnten Elammerfactoren {ah) und {^^^ sind unter 
diesen Reducenten, und was symbolische Producte mit dem Factor 
(az^) betrifiFt), so haben sie entweder diesen ganz allein und dann 
noth wendig auch noch die Factoren a|-^J; d. h. sie besitzen t als 
Factor; oder sie haben als nächst einfachsten Fall die Factoren (a^)^, 
resp. (a^J){b^), und von diesen wollen wir ja gerade beweisen, dass 
sie Reducenteneigenschaft besitzen. 

157. Die Ueberschiebungen (/*, ^Y, {J, Jf. Den ersten Theil 
des Beweises haben wir bereits in früheren Untersuchungen zum 
grössten Theil erledigt, oder können ihn wenigstens auf Grund der 
dort gewonnenen Resultate rasch zum Ziele führen. 

Die Ueberschiebungen (/*, ^), (/*, Af haben wir in das System 
aufgenommen, und (^, -^), (^, z/)' verschwinden identisch; die Formen 
(/", Afy (/*, Af wurden in § 8 berechnet als erste Anwendung des 
Processes der Reihenentwicklung, wobei wir die Werthe 

(/•, Jf - 
erhielten. Es erübrigt also nur noch die Berechnung von 

(^, Jf und {^, Jf. 

158. Berechnung von (^, A)\ Die Ueberschiebung (^, A)^ geht 
aus der zweiten Polare ^^ hervor, wenn wir darin y durch ^^ er- 
setzen, und mit A\^ multipliciren. Diese zweite Polare ist aber das 
erste Glied in der Reihenentwicklung der Form 

{al)alV = 1" A^{xy) + ^i{xy)K 
Daher ist: 

(ah) (hJfalJ^ = I (^, ^)« + ^ i . j, (1) 

Hiebei entsteht das symbolische Product links, wenn wir in 
{b^yby^xy y durch a ersetzen und mit a« multipliciren. Entwickeln 
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wir aber diese Form nach Beihe (VIII) § 7, so kommt: 

oder weil: 

(6z^)» h,J, = {f, ^)» = 

SO ergiebt sich nach JLusfiihrung der erwähsHien Substitution 

(ab)(b^y^i,al^^j-f, (2) 

und demnach durch Comparation von (1) und (2) 

ij,jy==^.j.f-^^. (3) 

159. Berechnung von. {/I, Ay. Der Werth dieser Invariante wird 
am einfachsten erhalten ^ wenn wir in der Ueberschiebung 

X durch by und gleichzeitig in der Identität 
X durch ^ ersetzen. Wir erhalten alsdann: 



(J, Jf = {ahy{aJf{hJf, 
und demnach durch Comparation: 

(^,^)*^f (4) 

Hiemit ist der erste Theil unserer Aufgabe erledigt. Es zeigte 
sich, dass in der That die Ueberschiebungen (/", jy und (z/, jy keine 
neuen Formen erzeugen. Im zweiten Theile haben wir nunmehr nach- 
zuweisen, dass 

(a6), {aJ)\ (J^,), {ad){hJ) 
Beducenten sind. 

160. Die Beducenten, Auf Grund der nunmehr berechneten Ueber- 
schiebungswerthe ist nicht schwer nachzuweisen, dass zunächst {ab)^ 
{aAy^ (-^^i) Beducenteneigenschaft besitzen. Denn entwickelt man 
die entsprechenden einfachsten symbolischen Producte 

in die Beihe (YIII) § 7, so findet man, dass die rechts auftretenden 
Elementarcovarianten sämmtlich Formen des Systems sind. Man er- 
hält nämlich: 
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(ajyalJl = i /;. + y j • {xyf (2) 

(z/^0 ^» J\^ ^ 1 (j ./^, - 4 J^) (xy) + ^ i« (xy)». (3) 

Nun kann jedes symbolische Producta das (ab), oder (a^Y, oder 
(^^i) zum Factor hat, durch üeberschiebung mit den ^Formen (1), 
resp. (2), (3) oder deren Polaren gewonnen werden (vergl. § 3) und 
die Gleichungen (1), (2), (3) lehren daher: 

1) Alle Formen, welche (ab) zum Factor haben, lassen sich 
reduciren auf Formen, welche an Stelle der beiden Symbole 
a und b nur mehr das eine ^ besitzen und auf Formen, die 
i zum Factor haben. 

2) Alle Formen, welche (ajy, (^^i) besitzen, lassen sich 

« 

auf Formen reduciren, welche i oder j zum Factor haben, 

und daher sind die erwähnten Elammerfactoren in der That Reducenten. 
(Vergl. Nr. 124) 

161. Um nun die gleiche Eigenschaft auch für {aJ){bJ) nach- 
zuweisen, denken wir uns wieder das einfachste symbolische Product, . 
das {a^){bJ) zu Elammerfactoren besitzt, nämlich 

P=(a^)(6^)a8 6«z/J 

in eine nach Potenzen von (xy) fortschreitende Reihe entwickelt. Dann 
enthalten alle Elementarcovarianten, abgesehen von der ersten, den 
Factor (ab) und sind demnach reducibel. Nun ist aber nach dem 
Productsatz diese erste Elementarcoyariante: 

und somit, weil rechts nur Reducenten sich befinden, gleichfalls re- 
ducibel. Es ist also auch P reducibel und (a^)(bjd) Reducent. Damit 
sind wir aber am Schlüsse unseres Beweises angelangt. Jedes sym- 
bolische Product, das eine Co- oder Invariante der biquadratischen 
Form darstellen soll, kann zunächst reducirt werden auf eine Summe 
von Producten, die i oder j zum Factor haben, oder wenigstens auf 
Producte, mit weniger Symbolen a oder J. Durch Wiederholung 
der Reduction wird schliesslich jedes symbolische Product reducirt auf 
eine rationale ganze Function der Formen f, z/, t, i, j. 

162. Die Fundamentairelation zwischen den fünf Formen desSystemes. 
Zwischen den fünf Formen des Systemes besteht eine Relation, die 
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wir sofort nach allgemeinen Gesetzen berechnen können. Die Covariante 
t sechsten Grades ist nämlich Functionaldeterminante von f und jJ, 
nnd demnach ist ihr Quadrat durch die geraden Formen des Systemes 
darstellbar. Man erhält nach Nr. 48, (I): 



2^2 = 



oder: 



A / 7 






6 



6 



A 



6 ' 6 "^^ 



f 





2^« = |r-^-^'- JA 



163. Bdationen zur Berechntmg der Ueberschiebung von t über sich 
selbst und über f und ^. Aus den letzten Untersuchungen geht hervor, 
dass die Ueberschiebungen von t über sich selbst und über 7* und J 
zu keinen neuen Oovarianten Veranlassung geben können. Wenn wir 
im Folgenden sie dennoch berechnen, so geschieht dies einmal, weil 
sich uns hier ein lehrreiches Beispiel für die Behandlung derartiger 
Aufgaben darbietet, dann aber auch, weil gerade die Ueberschiebungen 
von t über sich selbst interessante Aufschlüsse über den Charakter 
dieser Covariante gewähren. Am besten wählt man zur Bildung der 
durch diese Ueberschiebungen entstehenden Formen als Ausgangspunkt 
die Form: 

welche wir schon früher als Combinante charakterisirt haben. Ent- 
wickelt man dieselbe nach Potenzen von (yx), so erhält man 



p __ 'V y?) ^^^ 



(' 



, + n (J'«)'^,W- 



') 



(1) 



Von den ElementarcoTarianten dieser Form P verschwinden aber 
alle bis auf die zweite: 



{pqy = [{aJ) al ^l - {da) aj ^J] = 2 {ad) al ^J = 2 «. 



Der Coefficient dieses Gliedes der Reihe (1) ist 






<=> 2; also 



erhalten wir: 

< ^i - ai ^/^ « 4 tl tl (yaj); (I) 

daraus ergeben sich durch Polarisation nach y die zwei weitem Formeln: 

se^y'Cy«) (H) 

■ (in) 



a^chcJi — ai^l^x 



o» al A% — a*JiJl='2tit„ (jfx), 
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wobei also: 

(aJ)a',Jl = t',, (IV) 

Auf den rechten Seiten dieser vier Formeln befinden sich Polaren von 
t, von der nullten angefangen bis zur dritten. Je nachdem wir also 
fQr y die Symbole a^ jd, t in dieselben eintragen, erhalten wir der 
Reihe nach die gewünschten UeberschietfUngen; ausgedrückt in Sym- 
bolen von a und /d allein. 

164. Die ersten Uä>erschiehung€n. Hiezu benutzen wir Formel HI, 
wir setzen darin zunächst ^1 = 62, y% = — ^i nnd multipliciren mit 
hl'^ dann erhält man: 

{al)lalVl-J-f'{hJyhlJl^2{t,f)=^^-^.r, (1) 
sodann ersetzen wir y^ durch ^'^ y^ durch z/g' und bekommen: 

(a^)«o»^;«.^-^(^/z/7^><«=.2(^ j)^\f{i^-3f). (2) 

Hiezu tritt als erste Ueberschiebung von t über sich selbst: 

(t, f) = 0. (3) 

165. Die zweiten Uelerschiebungen, Wir ersetzen in Formel (II) 

zuerst y durch &, dann y durch ^'] beide Male erhalten wir als Resultat 

null; daher 

(f, /O' = (4) 

(^ jy = 0. (5) 

Substituiren wir aber für y das Sym1:>ol t' ^ so entsteht: 

oder 

Führen wir für die sofort zu berechnenden üeberschiebungen (/", ty 
und {/dy ty ihre aus (7) und (8) hervorgehenden Ausdrücke ein, so 
kommt: 

l.[jf-ij]j-l.\!^f-jj]f^sit,ty, 

oder 

-^2 lij'-2j^f+ *^r] =it, ty. (6) 

166. Die dritten üeberschiebungen. Sie gehen direct aus der 
Combinante P selbst hervor [Gleichung (I)], indem man der Reihe 
nach y durch h, /l\ t' ersetzt. Man erhält: 

A{t,fY=.i^-3f (7) 

4it,^y==jJ-*^f (8) 

4(*, O' = 0. (9) 
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167. Die vierten und fünften Ueberschiebungen. Wir benutzen zu 
diesen Bildungen eine andere Ausgangsform. 

Gemäss der Reihenentwicklung (IX) , § 7 ist: 






oder 

Ersetzen wir hier y durch h^ so folgt: 

{aJ)(ahy(^b)Jl - (t, /)* + 4 (/•, ff. 

Nun ist aber (f, /)* = 0, und ebenso verschwindet die linke Seite, 
da sie durch Yertauschung von a mit h ihr Zeichen ändert, daher: 

(t, 0' = 0, (10) 

und ebenso 

• (*,^)*=0, (11) 

wie aus (10) direct durch den Aronhold'schen Process (vergl. auch 
§ 16) hervorgeht. Beide Resultate sind auch a priori einleuchtend. 
Denn diese Ueberschiebungen würden quadratische Govarianten er- 
zeugen, die aber unmöglich durch f, ^, t sich rational ausdrücken 
lassen. 

Die vierte Ueberschiebung von t über sich selbst gewinnt man 
wiederum aus der Formel (II), Nr. 163, wenn man darin zuerst* x 
mit y vertauscht, also aus: 

y X y * y y yajvy-' 

Man substituirt t für y und erhält: 

Die beiden Glieder links verschwinden einzeln wegen der Symbol- 
factoren («0*; ^^''P' (-^0*» vermöge welcher dieselben durch Ueber- 
schiebung mit (/*, ^)* = 0, resp. (^0* = ^ entstanden gedacht werden 
können. 

Somit haben wir die wichtige üelation 

(<, ty = 0. (12) 

Durch sie wird t als eine ganz specielle Form ihres Grades charakterisirt. 
Wir werden in § 19 solche Formen eingehender studiren. Hier möge 
nur so viel bemerkt sein, dass gerade wegen dieser Relation (^, ^)^ = 
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nach den in § 20 entwickelten Gesetzen das ganze Formensystem 
einer solchen Form t sich auf die vier Formen reducirt 

t, it, t)\ i(.t,ty, t), {t, tf. 

Insbesondere müssen daher alle Invarianten Potenzen von (t, ty sein, 
welche, wie der nächste Absatz zeigt, den Werth -7- if — ^j besitzt. 

168. Die fünften und sechsten Ud>erschiebung€n. Die fünften üeber- 
schiebungen sind durchwegs null, da ja J und f nur vom vierten 
Grade sind und {t, tj" sein Zeichen ändert bei Vertauschung von t 
mit t\ 

Es bleibt sonach nur noch (^, ty zu berechnen. Wir bilden von 

tl = (a^) al Jl 
die sechste Polare und ersetzen y durch t: 

(t^ ty = {a^){at)\Jtf -= - {atf{a/1){tJ)\ 

Der Ausdruck rechts kann auch betrachtet werden als vierte üeber- 
schiebung von ^ über (/", (f = (a{faxtl\ daher hat man: 

{t, ty = - ((/•, ty, jy = -{ HiJ - jf), ^Y = \ {f - ^') • 

Wir werden alsbald sehen, dass die berechnete Grösse rechts 
nichts anderes ist als die Discriminante B der Form f^=^ai, abgesehen 
von einem Zahlenfactor. 

■ § 16. Anwendung des Aronhold'sohen FrooesBes auf das 
FormenBystem der Form vierten Grades. 

169. Wirkung des Processes auf die Grundformen des Systemes. 
Wie die cubische Form eine Covariante Q gleichen Grades besitzt, so 
haben wir auch im System der biquadratischen Form eine Covariante, 
die Hesse'sche Form J, die gleichen Grades ist mit der Originalform f. 
Wir können daher in derselben Weise wie dort unter Einführung der 
Symbole z/, symbolische Producte, welche Co Varianten von f=^ai 
repräsentiren, dem Aronhold'schen Processe unterwerfen, und so wichtige 
Aufschlüsse über die Eigenschaften und den inneren Zusammenhang 
der Formen des Systems erhalten. 

Ist P irgend eine Covariante von /*= aj, so ist in unserm Falle 
der Aronhold'sche Process dargestellt durch: 

dp^'^^j,, (I) 
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wobei tti und z:/,- die unsymboliscben Coefficienten von f resp. ^ be- 
deuten. Ersetzen wir nun in dieser Gleichung (1) die Covariante P 
der Reihe nach durch /", ^, i, t, j , so erhalten wir: 

d/--^; (1) 

dJ =. *(/•, f)' = 2(/-, d/0« = 2(/-, z/)« (2) 

• 

Wir haben also hier wiederum die wechselseitige Beziehung^ die 
wir schon mehrmals bei analogen Untersuchungen betont haben. 
Ebenso wie df auf d führte so gelangt man umgekehrt durch d^ 
wieder auf f zurück. 

Es ist weiter: 

di =. d(f, f)' = 2(/-, 8fy = 2{f, Jf (3) 

= 2i; 
8t = d(/-, ^) = (d/-, ^) + (/■, d^) (4) 

= 0. 

Das letzte Resultat war a priori eineusehen, da t als erste Ueber- 
schiebung von f vmä J eine Combinante dieser beiden Formen ist. 
(Vergl. § 6.) Die allgemeinste Combinante des Systemes f, z/ ist die Form 

wie wir bei Gelegenheit der Definition von Combinanten § 6 erwähnt 
haben. 

Da aber nach Gleichung Nr. 163 (I), t die einzige Elementar- 
covariante von C ist, so treten beide Combinanten t wie C gleich- 
berechtigt im System auf. Endlich ist: 

dj - d{f, jy = (d/-, jy + (/•, sjy (5) 

-i^.^y + iif.fy-^ + i 

Damit ist an den Grundformen des Systemes die Wirkung des 
d-Processes studirt. Man kann die eben gewonnenen Resultate wiederum 
verwenden^ aus einfacheren Ueberschiebungen schwierigere zu berechnen. 
So erhalten wir z. B. den Werth von (z^, zi)*, w^nn wir 

« 

dem d-Process unterwerfen. Es ergiebt sich: 
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(^,z/)«+4-(/-,/o«=4/ +4^, 

also 

was mit dem früher gewonnenen Resultat, Nr. 158^ (3); übereinstimmt. 

170. Die Conibinanten der Form (p = 1cf-\' U. Wir haben 
seinerzeit eine Form G als Gombinante zweier binärer Formen % und 
f definirt, sobald sie der Differentialgleichung 

genügt. Ist nun P irgend eine Gombinante von f=ai und J =^ Ji, 
also, wenn wir uns in P die Coefficienten von ^ durch ihre Werthe 
in den Coefficienten von f ersetzt denken^ eine Gombinante von f^ so 
besitzt die Form 

eine entsprechende Gombinante Ptp, welche man erhält, wenn man 

in P die Goefficienten a,- von / durch die Goefficienten Äa» + Az:/,- von 

<p ersetzt. Insbesondere entspricht der einzigen Fundamentalcombinante 

t = (/■, d) eine Form tq, von qp, aus der alle Gombinanten dieser 

Form q) entspringen. Die Berechnung derselben ist also zurückgeführt 

auf die Berechnung von t(p. Nach den allgemeinen Entwicklungen in 

§ 6 hat man aber: 

t<P=9^'t. (II) 

Hiebei ist q eine noch zu bestimmende ganze Zahl; ferner ist 

g^hB — XÄ, 

worin A und B die Goefficienten in der Gleichung 

^kf+ij =^ Af+ P^, 

sind. Es handelt sich also zunächst darunl, Jkf-i-iJ = ^y zu berechnen. 

171. Berechnung von J^,. Wir ermitteln diese Form direct durch 
Ueberschiebung. Man erhält: 

= y^' (/", f)' + 2ÄA.(/-, jy + A«. (.i, jf 

m 

also : 

Es ist sehr bemerkenswerth, dass die Goefficienten von z/ und / 
auf der rechten Seite dieser Gleichung nichts anderes sind, als die 



Die Formen zweiten, dritten und vierten Grades. 189 

ersten Differentialquotienten der Form 

(7 = ^-17^2-4^^ ^ (III) 

nach % beziehungsweise L Die Differentiation ergiebt nämlich un- 
mittelbar 

s dk ^^ ^ 6 "^ 

J^ dji^ iUt Ä 32 

3 ai ~ ^2 ~ 3 3 ''' • 

Die Form g selbst aber ist eine cubische ResoWente der Gleichung 
vierten Grades /" = ai = 0, auf welche die Lagrange'sche Methode der 
Auflosung dieser Gleichung direct führt*). Wir können also die Form 
Jtp einfacher darstellen durch 

und die Combinante t^p durch: 



t^= {^—^U^^\x^)'t. 



Denn die Constante q muss nothwendig den Werth 1 besitzen^ 
da t nur vom dritten Grade in den Coefficienten von f und demnach 
ttp auch nur vom dritten Grade in Ic und k sein kann. 

« 

172. Berechnung der Formen i^, und j(p. Die letzten Betrachtungen 
haben uns veranlasst; die beiden Formen ^ und t des Systemes von 
q> = Jcf'\- X^:^ zu berechnen. Wir wollen zur Vervollständigung auch 
noch die beiden übrigen Formen i und j dieser Form (p ermitteln^ 
und schlagen zu dem Zwecke wiederum den Weg der directen lieber- 
Schiebung ein. Gemäss der Definition von i als vierte Ueberschiebung 
der Grundform über sich selbst wird: 

t, = (*/•+ IJ, hf+ XJf = Ä«(/-, ff + 2ÄA(/-, Jf + A«(^, Jf 

-=Ä»» + 2ifcAj + A« J- 

Genau dieselbe Form erhält man als quadratische (also Hesse'scfae) 
Covariante % der cuhischen Form g. Da nämlich 



*) Sind x^ x^ x^ x^ die Wurzeln von f = 0, dann ist jene Gleichung, welche 
die Grossen y^ ^ x^ o?, -{-x^x^, y^ =■ x^ x^ -{-x^x^, y^ = x^ x^ + x^ x^ zu Wurzeln 
hat, cubische Besolvente von f. Aus ihr geht durch lineare Transformation die 
Form g hervor. 
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80 wird die Determinante der zweiten Differential quotienten: 



i ^^ "" 36 



dk* dkdl 

dk'dX dl'' 



*, 



6 



^'. -("+4') 



daher 



r, |[a« + 2ÄAi+*-A*}; 



V(a 



— öXa • 



Wir erhalten endlich: 



•'S 



Jt = (*/■+ ^^, 9i^ — 9iff = ^9i3 - ^i»»» + ^^1 X - ■^Äi 



9i {^3 + *6 J — 9i (*»■ + ^i) 



Auch dieser Ausdruck rechts lässt sich als cubische CoTariante q der 
Form g herstellen; denn es ist 



i9=iß, **) = -r 



^9x, 



3^: 



2 



2^ 



('i + ?) 



Daher: 

jV = — 3 (jf, r^) = — 3g^. 

Setzt man in die Relation, welche zwischen den In- und Co- 
varianten der cubischen Form existirt [vgl. Nr. 148 (I)] 

die Werthe q^, Xg, Bg, g ein, ansgedrfickt in den Formen j und i, 
so erhält man nach leichter Umformung auch noch 

eine Relation, welche nach Nr. 170 (II) diese Verbindung als Com- 
binante charakterisirt Das ganze Formensystem der Form 9 ist also 
dargestellt durch: 

*y = Otg, Jtp = Oqgy 



- ;' A% und (/i = -^^|:, (7g = 44 ist. 



wobei 5^ = A;' — *-^ "^ ^^ — ^ " — ^ 



3 dk^ 



3 dl 
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§. 17. Die Gleichung vierten Grades. 

173. Die Discriminante von f='ai. Ehe wir uns mit der Auf- 
lösung der Gleichung vierten Grades und mit den Eigenschafteu ihrer 
Wurzeln eingehender beschäftigen, wollen wir zunächst jene Invariante 
der Form vierten Grades berechnen, welche als Discriminante bezeichnet 
wird. Sie muss sich nach dem Vorausgegangenen rational durch i 
und j darstellen lassen, da diese beiden Formen die einzigen selbst- 
ständigen Invarianten des Systemes sind. 

Gesetzt nun, die Form /"«ai besitze zwei gleiche Wurzeln und 
sei dementsprechend dargestellt durch 

/•=ai=:aJ.i>J, (1) 

wo Ux der lineare Doppelfactor, und pl irgend eine quadratische Form 
ist, dann muss für diese Form die Discriminante identisch ver- 
schwinden. Es muss also in diesem Falle zwischen den beiden Funda- 
mentalinvarianten i und j eine Relation bestehen, die sich von selbst 
einstellen muss, sobald ¥rir i und j für f^=^(xl'pl berechnen. Beide 
Formen werden in diesem Falle durch einen gewissen Parameter q 
sich darstellen lassen, durch dessen Elimination sich die gewünschte 
Relation ergiebt. 

Nun hat die zweite üeberschiebung von /" «= aj 'pl über al den 
Werth: 

{aayci=\{pay'al^Q'ai (2) 

und daher erhalten wir, indem wir diese Gleichung einmal über 
f=^hi schieben, als*erste Üeberschiebung von /'über a: 

{ah) (aay a^^hl = — q - a- {f^ a). (3) 

Die linke Seite enthält den Reducenten {ah) und muss daher auf eine 
üeberschiebung von ^ über a führen. In der That erhält man durch 
Anwendung des Identitätssatzes: 

{ah) {aay a^ hl = {ah) {aa) a^ hl { (6a) a, + («6) «x } , 

oder, weil hier das erste Glied rechts durch Vertauschung von a mit 
h nur sein Zeichen ändert und sonach verschwindet: 

{ah) {aay a^ hl = {ah)^ {aa) axhl ax = a- {J, «) . (4) 

Subtrahirt man nun beide Gleichungen (3) und (4), so erhalt man 
nach Absonderung des Factors a«: 

(^ + p./-, «) = 0. (5) 

Da nun die Invarianten i und j durch viermalige üeberschiebung von 
^ und f über sich selbst und über einander entstehen, so brauchen 
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wir nuT; um die gewünschten Relationen für i und j zu erhalten ^ die 
Gleichung (5) dreimal über ^ und über /*, oder besser über die Com- 
bination jJ -{- ^f zu schieben, wo (i jeden beliebigen Werth hat. 
Wir erhalten dann zunächst: 

. U=({J + (,f,a),J + (,f)^ ^ ((P, a), Qf = 0. 

Ersetzen wir hier einen Moment a durch y und entwickeln das so 
sich ergebende Polarenglied: (PQYPyQx in eine Reihe^ so kommt, 
wenn wir darin wiederum für y das Symbol a einführen: 

U == == {(J + Qf, J -\- iLf)', «) + I (^ + 9/-, ^ + ,*/■)*•« , 

oder, weil alle dritten Ueberschiebungen (z^, jy, (^, /*)', (/*, f)^ ver- 
schwinden: 

d.h. | + (p + ^)^ + p^.i = 0. (6) 

Da diese Identität für jeden Werth (i gilt, so müssen die Beziehungen 
bestehen 

ig+j —0. 
Durch Elimination des Parameters q erhält man 

und in dieser Relation muss die linke Seite als Discriminante der 
Form f angesehen werden, da diese Relation nur entstanden ist unter 
der Bedingung des Vorhandenseins einer Doppel wurzel; sie ist in der 
That auch vom Grade 2 (w — 1) = 6 in den Coefficienten von f. 

Anmerkung. Berechnet man die Discriminante Bg der cubischen 
Resolvente 

nach den Regeln der niederen Algebra (vgl. auch Bd. I Nr. 183), so 
ergiebt sich 

Ebenso haben wir gesehen, dass die Invariante 

174. Die Cayley'sche Auflösung der Gleichung vierten Grades. Die 
invariantentheoretische Auflösung der Gleichung 

/"= QqX^^ + Aa^x^^x^ + Qa^x^x<^ + Aa^XiX^^ + a^x^* = 
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knüpft Caylej an die in Nr. 162 aufgestellte Relation 

die wir auch in der Form schreiben können 

Vergleicht man nun die rechte Seite dieser Relation mit der 
cubischen Resolvente * 

der Gleichung f=0, so erkennt man, dass dieselbe daraus hervor- 
geht, wenn man Je durch ^ und l durch — f ersetzt. Man hat also: 

-2fi = g{^, -f) 

oder, wenn Iz^ , \ , Ä'g die drei Wurzeln von ^ = sind, 

- 2t^ = {J + lc,f) {J + Tc,f) {J + Ti,f) . (X) 

Ist nun f eine allgemeine Form ihres Grades, sind also ihre vier 
Wurzeln von einander verschieden, . so ist die Discriminante R von f 
nicht null; folglich sind in diesem Falle keine zwei der drei Wurzeln 
Kj ^2; ^8 einander gleich (da B auch Discriminante der Resolvente 
g ist); andemtheils können f und z/ im Allgemeinen keinen Factor 

gemeinsam haben, wenn JB ^ 0*). 

Die drei Factoren der Gleichung (I) sind also in Bezug auf ihre 
linearen Factoren von einander verschieden, und da die linke Seite ein 
völliges Quadrat ist, so muss jeder der drei Factoren rechts gleich- 
falls das Quadrat einer Form zweiten Grades sein. 

Wir können daher setzen 

^ + k,f==tl>'\, (2) 

WO 9, ^ und X drei quadratische Formen sind. 
Alsdann wird die Govariante 

Die drei quadratischen Formen 9, ^, % sind aber conjugirte Formen 
(vgl. Nr. 137); denn die Functionaldeterminanten je zweier derselben 
sind immer der- dritten proportional. So ist z. B. 



*) Vgl. auch Nr. 177, Anmerkung. 

Gordan, Invarianten. II. «13 
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{J + k,f,J + k,f) = {^,^) + {k, - k,) (f, J) + k,k, (f, f) 

= (Äj — Äg) • f 



Anderntheils ist 






(3) 



Durch Gomparation beider Gleichungen ei^ebt sich 
uns analog {i, g?) = ^,^ - ^ 

Die Govariante t ist also eine ganz specielle Form sechsten 
Grades, welche unter Ädjunction der drei Wurzeln einer cubischen 
Gleichung in drei conjugirte quadratische Factoren gespalten werden 
kann. 

175. Gerade dieser Umstand gestattet aber die Wurzeln der 
Gleichung /* «» in einfacher Weise zu berechnen. Durch Subtraction 
je zweier der Gleichungen (2) erhalten wir nämlich 

(Ä. - *,)/•= 9« - V' = (9» - ^) (9> + V') j 

Wir schliessen aus diesen Gleichungen (4); dass je eine Summe 
und Differenz je zweier solcher quadratischer Formen alle Wurzeln 
von f enthalten, dass daher die Differenzen 

9 — ^ und ^ — X 
oder 7l) — X und x — 9 

oder X — 9 ^^^ 9 — ^ 

oder die entsprechenden Summenpaare stets einen gemeinsamen linearen 
Factor von f besitzen. Denn enthielten sie keinen solchen gemein- 
samen Factor, so müsste sich einmal f darstellen lassen z. B. durch 

(*i -K)f=ifP — ^) (9 + ^), 

dann aber auch durch 

Also müsste bis auf eine Constante jj = — ^ sein, und analog (p = — jr, 
d. h. alle drei quadratischen Formen müssten übereinstimmen und demnach 
t Doppelwurzelu besitzen. Dann verschwindet aber die Discriminante 
von t, welche nur eine Potenz der Discriminante 11 von f sein kann. 
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wie wir in Nr. 167 gesehen haben. Nach unserer Voraussetzung ist 
aber B von null verschieden^ und folglich haben in der That je zwei 
solche oben angeführte Summen- oder Differenzenpaare einen gemein- 
sameu Factor. 

Nun hatten wir früher (Nr. 128) den Satz erhalten: Besitzen 
zwei quadratische Formen einen gemeinsamen linearen Factor, so ent- 
hält ihre Function aldeterminante denselben quadratisch. Also ist in 
der Relation 

ycr2.(^ — i/', T - %) = (*3 - K)t + ft — h)x + Ä — h) 9 

die rechte Seite das vollständige Quadrat des gesuchten linearen Factors 
von /l Wir können diese rechte Seite auch in die Determinantenform 
bringen 



— D 



1 
1 



k 



8 



S 



X 



Um den Factor selbst zu erhalten, brauchen wir nur die erste Polare 

zu bilden; dann stellt 

' 1 Ä;, 9y 



— 2)„ = 



1 «2 tp 

1 *^s Xy 
fUr y« = 1 und y = einen linearen Factor von f dar. Nun hat bereits 

Enler gezeigt, dass, wenn *i = V'^ + V** "h V* *ine Losung der 
Gleichung vierten Grades ist, die drei andern Lösungen daraus dadurch 

erhalten werden, dass man je zwei der drei Grossen yt, |/u, Yv mit 
negativem Vorzeichen nimmt Die vier linearen Factoren der Gleichung 
vierten Grades sind also: 



1 
1 
1 

1 
1 
1 






h„ (- VÄ+ k, f, 
h, i-V^ + hf] 



X 






\ 


} 




). 




% 






% 


• 




% 







kl , 
k 



2) 



k 



8; 



Äj, 



k 



2) 



k 



3% 



(+ yj + k, f)y 

{-y^ + hf)v 
(- yjTK'fX 

(- yj + k, f% 
(- yj + kTfX 

(+ yjThf), 



Anmerkung. Eine zweite und dritte Methode der Auflosung einer 
Gleichung, vierten Grades wird in den nächsten Paragraphen gegeben 
werden. 

176. Bedingung, dass /*«= drei gleiche Wurzeln enthält An die 
Auflösung der Gleichung vierten Grades knüpfen sich naturgemäss die 

18* 



/_2^ = 0. 
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Fragen: Unter welchen Bedingungen wird es eintreten^ dass zwei, drei, 
vier der eben ermittelten Wurzelgrössen übereinstimmen? Was den 
ersten und letzten Fall betrifft, so sind die Bedingungen hiefür bereits 
ermittelt. 

Die Gleichung f=0 hat zwei gleiche Wurzeln, sobald die 
Discriminante 

*! 

6 

Die Gleichung /■= hat vier gleiche Wurzeln, wenn die Hesse'sche 
Form identisch verschwindet, also wenn 

J = {aby al hl = (vgl. Nr. 55) . 

Es bleibt also noch zu untersuchen, unter welcher Bedingung /*= 
drei gleiche Wurzeln besitzt. 

Zu dem Zwecke wählen wir /" = aj in einer Normalform, in 
welcher von vorn herein drei Wurzeln als gleich angenommen sind, 
nämlich 

Die Coefficienten a^ a^ a^ a^ a^ sind also der Beihe nach: 0, 1, 0, 0, 0. 

Trägt man die Werthe dieser Coefficienten in die Invarianten i und j 

ein, so findet sich: 

i = 0, j = 0. 

Wir fragen uns nun, ob die beiden Bedingungen i = 0, 7' = 
auch hinreichend sind, damit /'«»O drei gleiche Wurzeln besitze. 
Da in Folge des Verschwindens dieser Invarianten auch die Discri- 
minante ü = wird, so hat f sicher zwei gleiche Wurzeln und kann 
also in diesem Falle in der Form dargestellt werden 






8 



8 



Bildet man aber für diese Form die Invariante i, so reducirt sie sich 
auf a^ == 0, d. h. auch a^ muss nach Voraussetzung verschwinden; 
dann ist aber f von der Form 

d. h. f=0 besitzt drei gleiche Wurzeln, und j = 0, t = sind also 
die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür. 

177. Bedingung, dass f^=ai ein vollständiges Quadrat ist. Es 
kann nun endlich noch der Fall eintreten, dass f zwei Paare gleicher 
Wurzeln enthält, oder mit anderen Worten in das Quadrat einer Form 
zweiten Grades zerföllt. Um auch hiefür die Kriterien zu gewinnen, 
nehmen wir f in einer entsprechenden Normalform 

f=cx^^x^^ 
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und bilden die Hesse'sche Covariante derselben. Sie wird (vgl. Nr. 54) 

CXa i4 C X-M S/a 

U C iX/\ Xa C X\ 



^^18 



— y <?X^^X^^ = Q'f. 



In diesem Falle ist sonach jd proportional der Form f. Man kann 
auch sagen: Wenn f ein vollständiges Quadrat ist^ dann bestehen, 
zwischen den Goefißcienten von f und /J die Relationen: 

Wir fragen uns nun: Ist umgekehrt, wenn /"= p • z/, diese Bedingung 
hinreichend, damit /" zwei Paare gleicher Wurzeln enthält? Um die 
Frage zu entscheiden, bilden wir 

Ist nun X = a irgend eine Wurzel von /', so verschwindet in der 
Gleichung: 

{yxyji^2 ^/ [^ , (I) 

wenn wir dieselbe für x eintragen, zunächst f selbst, dann aber auch 
^ wegen der Proportionalität mit /'. Sie reducirt sich also auf: 

0=ß oder fy = 0, 

d. h. auch die erste Polare von f verschwindet, wenn x = a, für jeden 
Werth von y. Dies ist aber nur möglich, wenn in derselben 

'^ ~y^ dx,~^ y^ aar, 

die Differentialquotienten für rc = a einzeln verschwinden. Dann aber 
ist diese Wurzel x = a eine Doppelwurzel. Wenn aber jede Wurzel 
a von f Doppelwurze) ist, so ist f ein vollständiges Quadrat. 

Anmerkung, Aus der eben benutzten Relation (I) geht direct 
hervor^ dass ^ und f keine Wurzeln gemein haben können, wenn 

li ^ 0. Denn ersetzen wir darin x der Reihe nach durch die vier Wurzeln 

«1 ^2 «3 a^ von /' und multipliciren die vier Identitäten, so kommt: 

oder für y2 = 0, t/i = 1 erhalten wir (vgl. auch Bd. I Nr. 168, 173) 



oder 



ir*iij,f 



= \(i.nim 



^^ • ^ { ©_, • (I9,=„; GU=<.; (SL„ j 



Bj,j = 16 • p ü;., / = ;t • ü% d. h. 

„die Resultante von ^ und f ist bis auf einen Zahlenfactor 
gleich dem Quadrat der Discriminante B von f." 
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§18. NormaXform von f^ai\ Transformation in die Normalform. 



"xi 



178. Bas Formensystem der Normalform. Bei den Formen vierter 
Ordnung ist vorzugsweise ein Ausdruck derselben als canonische 
•Form oder Normalform bezeichnet worden^ nämlich jener^ in welchem 
alle ungeraden Potenzen von x fehlen, also 

Wir studiren zunächst die algebraischen Ausdrücke des Systemes dieser 
Form, um alsdann umgekehrt aus dessen Eigenschaften die Mittel zu 
gewinnen, eine beliebige Form vierten Grades auf ihre Normalform 
zu transformiren. 

Da die Coefficienten von f der Reihe nach die Werthe haben 

1, 0, m, 0, 1, 

so wird die Hesse'sche Covariante derselben repräsentirt durch 
x^ + wa;«^ , 2mx* Xa 
2mXiX^ mx^^ + x^^ \ i i •-« y i v / i 2 

Die rechte Seite dieser Gleichung enthält gleichfalls nur gerade Po- 
tenzen, also tritt auch ^ in der Normalform auf. Die Invarianten 



i = 2 (aott^ — 4aia8 + So^*), ; = 6 



«0 ^1 ^ 
«1 «2 •% 



«a «8 «4 
erhalten fOr die canonische Form von f die Werthe: 

t = 2(l + 3m»), j = 6m{l—my. 

Endlich die Functionaldeterminante t «» (/*, /J) ergiebt sich in der 
Form 



'-h 



df df 






= 2 


dxi ^ dx^ 





Xi^'\-3mXiX, 



2 7 



x^^-\- SmXj^x^ 



2 



mxi^+^{l — 3m*)a;ia;j,*, fna;2*+-(l — 3m^)xj*x, 

= (1 — 9m^ a?i x^ (xj^ — a;^*) = (1 — 9m*) • {Xj^ — x^*) {Xj^ + ^2^) *i ^ 

«=(l-9m«)<)p.x-*- 

Die Covariante t zerföUt also unter Zugrundelegung der obigen Nor- 
malform von f nicht nur a priori in ihre drei conjugirten quadra- 
tischen Formen, sondern diese quadratischen Formen stellen sich hiebei 
selbst in der einfachsten Normalform ein; insbesondere reducirt sich 
q) auf das Product der Linearfactoren x^* x^. Dieser Umstand legt 
die Frage nahe, ob nicht umgekehrt durch die Transformation 
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Vi = ^x 

wobei Tj. und Sx die Linearfactoren der Form (p einer in allgemeiner 
Darstellung gegebenen Form f sind, diese Form f auf die oben er- 
wähnte Normalform gebracht werden kann. 

179. Transformation der Form f in die Normalform. In der That 
erreichen wir durch diese Transformation das gewünschte Ziel. Zu- 
nächst geht aus der Annahme 9 = r^j • s^? auch die Gestalt der beiden 
andern conjugirten Formen hervor, nämlich (vgl. Nr. 137) 

^-=-rl^sl,x = rl+sl (1) 

und wir wissen aus der Auflösung der Gleichung vierten Grades, dass, 

wenn wir setzen: 

q>*~-J-\-1cJ, (2) 

die Quadrate von: ^ und % dargestellt sind durch 

r^^ + hf (3) 

f = z/+Ä3/-, (4) 

wo Ä;,, k^, h^ die Wurzeln der cubischen Resolvente ^ =» sind. Nun 
können wir mit Hilfe der Identität 

az (rs) = (as) r^ — {ar) s^ 

den Ausdruck /*• (rs)* = ««(rs)* = [aa-Crs)]* direct nach dem bino- 
mischen Lehrsatze entwickeln und erhalten 

f. (rsy = (asy r* - 4(as)« (ar) rj s, -f 6 (asf (arf rl sl - 4(as) {arfr^ sl 

+ {arfsi,. 

Wir haben also nur zu zeigen, dass in Folge der Beziehungen 
(1) (2) (3) und (4) das zweite und vierte Glied dieses Ausdruckes 
rechts verschwindet; dann ist in der That f auf die gewünschte Nor- 
malform gebracht. 

Zu dem Zwecke untersuchen wir die Ueberschiebungen (9, rj)^ 
und (^, rxSxY- Beide sind null«, denn nach Nr. 38 erhalten wir: 

(9>, i)* = (»•.• s., »-«• O* = M («O = 
und 

(*, 9? — (^ ~ s', ^,'0' = (*''•) (^«) - f^O {ss) = 0. 
Daraus folgt aber unmittelbar, dass auch: 

(V*, »■» • O* = ((«P*» *1f> %0* = (5) 

und 

(V'*.r2-0* = ((V'», <p)',ftr =0 (6) 

ist, oder, indem wir beide Relationen combiniren, dass auch 
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Nun ist aber wegen der Gleichungen (2) und (3) 

also ist auch gemäss der Relation (7): 

(^•i - h) if, ^ sy = Qc, - k,) {ary (as) = (8) 

und ebenso folgt, wenn wir in (8) r mit s vertauschen, 

(/•, s'ry = {ar)(asy = 0. 

Die Coefficienten des zweiten und vierten Gliedes in der bino- 
mischen Entwicklung von f- (rsY verschwinden also, und daher hat 
man in der That:' 

f . (rsy = (ary 5^ + 6 (ary {asy rl $1 + (asy r^ . (A) 

Anmerkwig über die Verwerthung der Normalform bei ÄufWung der 
Gleichung vierten Grades, Die eben zum Abschluss gebrachten Unter- 
suchungen geben eine weitere Methode, die Gleichung vierten Grades 
aufzulösen. Man berechnet zunächst die cubische Resolvente der- 
selben 

g — f^ 2 '^ 3 

und bestimmt die drei Wurzeln \ Ic^ k^ dieser Gleichung. Irgend eine 
derselben liefert wegen der Relation 



die quadratische Form (p = y J + ä-j /'; man setzt dieselbe gleich null 
und bestimmt ihre linearen Factoren r^ und Sx , mittelst welcher f 
in die Normalform (A) transformirt wird. Dieselbe enthält nur mehr 
gerade Potemsen und kann also durch Quadratwurzeln gelöst werden. 
180. Berechnung des Parameters m der Normalform aus der all- 
gemeinen Form f = ax. Die Herstellung der Normalform von f kann 
auch noch in anderer Weise erreicht werden, indem wir direct den 
Parameter m berechnen. Man erhält denselben aus einer Gleichung 
dritten Grades, die man als eine zweite cubische Resolvente von 
f=ax auffassen kann. Sind nämlich i' und j' die aus f = ai direct 
gebildeten Invarianten der biquadratischen Form, so bestehen zwischen 
ihnen und den Invarianten 

i = 2(l + 3w«), j = 6m(l-w2) (1) 

der transformirten Form 

f=j^J^Qmc(?y^ + f 
die Relationen: 

J^i =i und J^j'=j, (2) 

wenn ^J der Modul der Transformation ist, durch welche die Form 
f=ai übergeht in f=a^ + Gmoi^y^ + yK 
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Bilden wir nun den Quotienten 

•'S 7 \yj 



t» ^H$'3 i'l 



der somit vom Modul unabhängig ist, so gewinnen wir damit uuter 

Benutzung der Relationen (1) eine Gleichung für den Parameter m, 

nämlidh: 

i''_2_ (1 + 3m«)^ , . 

/« 9 ' w*(l — w»")* ' ^^ 

Der Ausdruck links ist eine bekannte Constante^ und m lässt sich 
somit durch Auflösung einer cubischen Gleichung ermitteln. 

Man nennt den Ausdruck -;,-, da er, wie aus (3) erhellt, bei be- 

liebiger linearer Transformation auch nicht einmal um eine Potenz 
des Moduls sich ändert, absolute Invariante. 

181. Berechnung des Moduls der Transformation aus dem Para- 
meter m der Normalform, 

Sobald der Parameter m bestimmt ist, so können wir den Modul 
/J = (rs) der Transformation 

a'i = r^x + r^y 

x^ = s^ X -f- ^2 y 

durch welche f=ai übergeht in 

f=oii^ + 6mx^y^ + y\ 

berechnen. Denn es ist wegen (2) und (1) 

oder ^* = -Tlik^' • 7 • (5) 

Setzt man nun in Gleichung (4) 

2 _ 3t" 9 + 2/ 

so geht sie über in die cubische B«solvente g, nämlich: 

Die Gleichung (5) aber geht durch dieselbe Substitution über in: 

2m 

Man erhält also für das Quadrat des Moduls ^ drei Werthe. Dass 
sich nur das Quadrat desselben bestimmt, kann dadurch erklärt werden, 
dass die Normalform ungeändert bleibt, wenn man m durch — m und 

gleichzeitig y durch y Y — 1 ersetzt. (Vergl. auch Glebsch, binäre 
Formen, Seite 168.) 
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182. Rationale Transformation der biquadratischen Form. Sowohl 
die Transformation mit Hilfe der linearen Factoren r^., Sx von 9J, 
als auch jene, die sich auf die directe Berechnung des Parameters 
m stützte, konnte nur auf irrationalem Wege, nämlich durch Lösung 
einer cubischen Resolvente hergestellt werden. Her mite hat im 
Crelle'schen Journal Bd. 52 eine rationale Methode angegeben, die 
wir im Folgenden klarlegen wollen. Bezeichnen wir den Quotienten 

TT mit y, so ist nach den Regeln der Differentialrechnung 

dy=={f^dJ-^^df):r^ 
oder 



rdy = 



f> df 
A, dJ 



= 4 



^1 /i + ^2 f%, fiäx^ + f^dx^ 
Xi ^i + X2A2 } ^\ dXi + ^2 dx^ 



die Determinante rechts ist aber das Product 



X 



n 



X 



2 



a SUl y tV SÜo 






dessen zweiter Factor die Functionaldeterminante (f, z/) = ^ ist. Wir 
haben also die Beziehung: 

— P dy = t ' (Xj^ dx2 — x^ dx^) . 

Quadriren wir auf beiden Seiten und multipliciren mit ( — 2), so folgt 
wegen der Identität 

Dividiren wir mit p die ganze Gleichung und ziehen die Wurzel, so 
erhalten wir wegen y ■= y 



-»y-T 



0C% €tX» "" OCa CLX'* 






Setzt man hier noch y «= 4- 0, so kommt: 



iV^- 



dp 



3>4 CLXm — Xm CbX^ 



K 3 2 ^ t» 



Damit ist der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen rechts auf ratio- 
nalem Wege in einen Ausdruck dritten Grades transformirt, der nur 
mehr einen Parameter, nämlich die absolute Invariante enthält. 
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183. Bas DoppelverhäHniss der vier Wurgeln von ai = . Wir 

haben im Vorhergehenden eine Invariante -^ kennen gelernt, die sich 

•/ 

bei linearer Transformation auch nicht einmal um einen Zahlenfactor 
ändert. Dieselbe Eigenschaft besitzt bekanntlich auch das Doppel- 
verhältniss von vier Punkten, die man sich durch ai = repräsentirt 
denken kann. Um nun den Zusammenhang der absoluten Invariante 
mit dem Doppelverhältniss zu studiren, wählen wir die Form vierter 
Ordnung in der Legendre'schen Normalform: 

/•= (1 _ x') (1 — k^a^) = 1 - (1 + A2) ^ ^ j.2^4. 

= x,^ — (1 + Jc^) x^^x^^ + P V, 
deren Coefficienten der Reihe nach dargestellt sind durch 

1, 0, ^^^y=^, 0, Ä». 

Dann ist: 

i = \ (12P + (1 + Wf), j = 3^ (Ä» + 1) ((F + 1)* - 36F). 
Demnach wird: 

i* ((1 + ky - 36 **)* {k^ + 1)* ' 

Dividirt man Zähler und Nenner mit Jc^ , so kommt: 

lv2\3 



♦» 



{" + (' + 1)7 



Substituirt man hier 12 A für (^ + "t) ; ^^ erhalt man: 

Nun sind andemtheils die vier linearen Factoren der Form: 

dargestellt durch: 

^i — aj2 = , rci + ajg = , a?! — ÄiCg = , a;j + ÄiPg = , 
also ihr Doppelverhältniss durch: 

^ l + fc.— l+A;^ 1 + k 1 + jfc _ (1 + A ;)» _ r + "jk / 



Daher: 



P = 3i^, oder A = 



3(9 - 1) 

Das Doppelverhältniss steht also in einem directen Zusammenhange 
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mit der absoluten Invariante, und zwar erhält man durch Substi- 
tution von 

3(9-1) 

in (1) die Beziehung: 

<? l3(^^l) - ^j 

Es ergeben sieh sonach aus (2) drei Werthe für p resp. A, und somit 
sechs Werthe für i wegen der Beziehung (^ + t") = 12A . 



§ 19. Ueber die Formen, für welche (/*, /*)* = 0. 

184. Einleitende Bemerkungen. Wir haben gesehen, dass in dem 
B'ormensystem einer Form vierten Grades eine Covariante t auftritt, 
sechsten Grades in den Variabein und dritten Grades in den Coeffi- 
cienten, welche zwei bemerkenswerthe Eigenschaften besitzt: einmal, 
dass sie in drei conjugirte quadratische Factoren zerfallt, also durch 
Wurzelziehen auflösbar ist, sodann, dass ihre vierte Ueberschiebung 
über sich selbst identisch verschwindet. Es liegt die Frage nach dem 
Zusammenhange dieser beiden Eigenschaften nahe, und Glebsch hatte 
sich die Aufgabe gestellt, zu untersuchen, ob jede Form sechsten 
Grades, deren vierte Ueberschiebung über sich selbst verschwindet, 
in drei conjugirte quadratische Factoren zerfallt. Es zeigte sich (vgl. 
Glebsch, „Binäre Formen", § 111), dass in der That die eine Eigen- 
schaft die andere involvirt, und somit jede derartige Gleichung sechsten 
Grades auflösbar ist. 

Wir stellen uns hier nach dem Vorgange vonBrioschi und Wede- 
kind die allgemeine Frage: Welche Eigenschaften besitzt eine beliebige 
Form f n^^ Grades, für welche {f, f)^ identisch verschwindet? 

Hierbei muss natürlich der Grad n von /*> 3 sein. Die Unter- 
suchung wird ergeben, dass der Bedingung (f, f)^ = ausser den 
Formen mit (n — l)fachem Factor nur ganz specielle Formen genügen, 
welche Klein mit den Namen Tetraeder, Octaeder und Ikosaeder be- 
legt hat. 

Von diesen Formen haben wir bereits in § 12 gesehen, wie sie 
sich, sobald sie in einer gewissen Normalform vorliegen, in einfacher 
Weise in quadratische Factoren spalten lassen. 

185. Die CoefficientenrelationeHf die aus (/', fY = hervorgeJwn. 
Die Identität (/", /3* == liefert eine Beihe von Relationen für die 
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Coefficienten der Form f, die wir in erster Linie zu untersuchen 
haben y um die Eigenschaften solcher Formen f kennen zu lernen. 
Diese Relationen sind natürlich nicht alle von einander unabhängig. 
Es sei: 



/•= Coa;J + (*) C.xr'x, + («) C,xr-*a» + • . . + C,a5j = a; 



% 
X 



dann ist: 

(n/)*-(«6)*«r**r* 

= 0. 

Da diese Identität für jeden Werth von x gilt^ so müssen die 
Coefficienten der einzelnen Potenzen von x^ für sich verschwinden. 
Greifen wir aus dieser Entwicklung den Coefficienten von x^ heraus, 
wobei also p = >l + ft, oder fi = (> — A. Er ist dargestellt durch: 



^ 2 (aj*V — 4 ai» «2 6162 



8 



4- 3Va,«6.«&,0(;=t)("T>?-'-'«^6r^'"*ir , 
oder 

^ = 2(p-t)(\*) I <^^^?+*-^ - 4C.+iCef3-^ + SG+^Ch-*-. ) , (1) 

wobei die Summen über alle Werthe X zu erstrecken sind, für welche 
die figurirten Zahlen noch Bedeutung haben. Hieraus gehen alle 
Relationen hervor, welchen die Coefficienten von /*=aj| genügen 
müssen, wenn wir der Reihe nach (> «=» bis (> = 2w — 8 setzen. 
Ihre Anzahl ist also 2n — 7. 

Insbesondere erkennt man, dass die Coefficienten von Formen f 
mit n-fachen, oder (w — l)-fachen Wurzeln immer diese (2n — 7) Re- 
lationen befriedigen. Denn nehmen wir diese Formen in der Normal- 
form, so kann man sie darstellen durch 

^^^ ,' „-1 • (2) 

Im ersten Falle ist (7^ = 1, (7, = C^ • • • = Ci, = 0; 
im zweiten Falle ist C^ = 1, C^j = C4 • • • = (7« = 0, 

und diese Werthe der d befriedigen immer die Gleichungen (1). Die 
Formen (2) sind also selbstverständliche Formen, für welche (/*, /'y = 0. 
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hat, dass überhaupt dieser Relation noch eine Bedeutung zukommt. 
Dies trifft nicht mehr ein, wenn v = 2, 3, n — 2, n — 3; und diese 
Fälle sind noch speciell zu untersuchen. 

Im Allgemeinen verschwindet der Zahlencoefficient von C} nicht, 
folglich muss Cv selbst verschwinden. 

187. TJntersuckung dieser Gremßüe. Besitzt v den Werth 2, dann 
kann wegen der figurirten Zahlen in der Relation 

die Grösse l den Werth nicht übersteigen. Die Relation geht also, 
weil nach Voraussetzung Gq = Ci = Cv—i = 0, über in 

= 3(V)(V)^^' = 3C.% 
folglich: ^2 = 0. 

Besitzt V den Werth 3, so kann A die Werthe 0, 1, 2 an- 
nehmen. In der Relation verschwinden dann, weil nach Voraussetzung 
CJ) = Cj = Ca === Cr— 1 = alle Glieder bis auf die Glieder Cj^, deren 
eines für A = l aus 3Gi^i (72^-^—2 und deren anderes aus — 4:Cx-{.i C^v^x-^i 
für A = 2 hervorgeht. 

Der Zahlencoefficient von G,^ wird also: 

3(«-4)(»-4) _ 4 (~-*)(«-4) == _ 3(«-4)(«-2). 

Dieser Zahlencoefficient kann in der That verschwinden, wenn 
n = 4, oder w = 2 ist Im ersten Falle ist aber der Coefficient Gj 
bereits der vorletzte Coefficient Cn—i, von dem wir überhaupt nicht 
behauptet haben, dass er vßrsch winden muss, und im zweiten Falle 
existirt kein Coefficient C^ mehr. 

Besitzt V den Werth n — 3, so geht für diesen Fall die Relation 
(I) über in 

Hierin musa n — 4^A^w — 6 sein, gemäss der beiden figurirten 

Zahlen ( x ) ^^^P- \2n — ~10 — l) • ^^^ Grösse A kann also nur die 
Werthe n — 4, n — 5, n — 6 annehmen, und da nach Voraussetzung 
alle Coefficienten von Cy_-i = C«— 4 incl. abwärts verschwinden, so re- 
ducirt sich die Relation auf die beiden Glieder 

- 4 (ri)Cz9 c:_, + 3 (:zt){:zt) ou = o, 

oder, was dasselbe ist, auf: 
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Der Coefficient von C* « verschwindet aber nur für n = 4 oder 
n ^ 2 , wie wir soeben gesehen haben. Im ersten Falle ist aber 
ohnehin auch Ci,-» = C^ nach Voraussetzung null, und im zweiten 
Falle existirt Cn-^ überhaupt nicht. 

Besitzt endlich v den Werth n — 2, so kann wegen der figurirten 
Zahlen in der Relation: 

die Grosse A von n — 4 nicht verschieden sein; und da alle Goefficienten 
von Cv— 1 == C»-3 incl. abwärts verschwinden, so reducirt sich diese 
Relation auf 

3(:zi)(:it)c.i.,=3a^,=o, 

d. h. 

Cn-» - 0. 

Es muss also auch dieser Coefficient nach ansem Voraussetzungen 
verschwinden, während Cn—i und CJ, von null verschieden sein können. 
Ist dies aber der Fall, so reducirt sich f auf 

f = ^-' (C._i ». + 0, «,) = S-* V ; 

f ist also dann eine der selbstverständlichen Formen. 

188. Formen f ohne mehrfache Wurzeln. Wir sahen soeben, dass 
keine Form f mit mehrfachen Wurzeln existirt, abgesehen von den 
selbstverständlichen Formen, welche der Bedingung (/*, /)* == ge- 
nügen. Es erübrigt also noch, die Formen mit einfachen Wurzeln zu 
untersuchen. Hiebei setzen wir f in einer Normalform voraus, in 

welcher 

Co-O, Ci = l, C,-0, (1) 

was unter Adjunction einer Wurzel von f=^0 immer zu erreichen 
möglich ist, ohne der Allgemeinheit der Form Eintrag zu thun. Es 
lässt sich alsdann zeigen: 

„Ist der Grad n der Form f von 4, 6 oder 12 verschieden, 
so verschwindet, sobald (f, /^* «= ist, unter der Voraus- 
setzung (1) nicht nur Og, sondern auch C^, C^" - C», d. h. die 
Form f ist eine der selbstverständlichen Formen f = a?"""^ y." 

Zum Beweise zeigen wir wiederum, dass, wenn alle Goefficienten 
Cj, CJi, . . . C—i, v> 1, verschwinden, auch der Coefficient C> ver- 
schwinden muss. Wir haben nur zu sorgen, dass in der allge- 
meinen Coefficientenrelation die Summe der Indices jedes Gliedes gleich 
V'\-\ ist, damit stets ein Coefficient Ci, i<i/, mit einem Goefficienten 
Gfc, i>i/, verbunden auftritt, abgesehen von den Gliedern CvC^. 

Gordan, Inyarianten. II. 14 
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Während alsdann die ersten Glieder nach Voraussetzung verschwinden 
müssen, werden zunächst die Grössen GrCi^O sein, so dass, wenn 
gleichwohl die Relation (/*, /*)* == bestehen soll, der Zahlencoefficient 
von CvCi nicht von null verschieden sein kann. Damit nun aber die 
Summe der Indices gleich i/ -f- 1 sei, setzen wir in der allgemeinen 
Relation q = v — 3; sie geht dann über in 

und reducirt sich gemäss den vorausgegangenen Bemerkungen auf 

(rl) CT*) ^x ^» - 4 (:i1) {%') 0,0, = 0, (2) 

welche zwei Glieder aus ihr für A = 1 und il = entstehen. 
Die Gleichung (2) geht aber wegen C^ = 1 über in 

oder 

^■(:=})l«-'+?l<^.-o-- 



V — 



Verschwindet nun der Zahlencoefficient von C» nicht, so muss 
Cp verschwinden. Dieser Zahlencoefficient kann aber nur dann gleich 
null werden, wenn n ein Theiler von 12 ist, also wenn n gleich 4, 
6 oder 12 ist. Es können also ausser den selbstverständlichen Formen 
mit mehrfachen Wurzeln in der That Formen vierten, sechsten und 
zwölften Grades auftreten, welche der Bedingung (/*, /)* = genügen. 
Wir wollen daher im Folgenden diese speciellen Fälle w == 4, 6, 12 
noch eingehender untersuchen. 

189. Die Formen des Tetraeders und Octaeders. Wir setzen hier 
wie im Folgenden voraus, dass die Form vierten Grades f, welche 
der Bedingung 

(/•, r)' = o 

genügt, wiederum in einer Normalform gegeben sei, in welcher 

^0^0, C, = 1, C, = 
ist. Dann liefert die Bedingung (/", /*)* == i = unmittelbar 

oder 

-40,^8 = 0, 

also 

0, = 0. 

Die betreifende Form f hat daher die Gestalt: 

f = y{ix' + C,f). (1) 



Die Formen zweiten, dritten und yierten Grades. 211 

Ich möchte hiebei erwähnen, daes man gewöhnlich die Tetraeder- 
form in folgender Normalform 

/•=a^ + 6fnrrV + y* 
darstellt (vergl. Nr. 180), wobei m wegen i^^{f^f)^^0 vermöge 
Gleichung (4) Nr. 180 den Werth 

besitzt. Es ist dann 

/•=x* + 2l/=^.a:«y* + t^. (2) 

Die Form (1) geht in die Form (2) über durch eine Transformation, 
deren Modul zi der Gleichung 

^ 2m' 

genügt, wobei (> = €* 1/ — y j = «* f^— 2C^ , und £* eine dritte Wurzel 

der Einheit ist (Vergl. auch Nr. 181.) 

Anmerhing. Das Product der beiden Formen 

liefert die Würfelform s^ + 14a;V + V^- (Vergl. Nr. 141.) 

Um die Coefficienten der Form sechsten Grades, welche der Be- 
dingung {ff /)* = genügt, zu berechnen, gehen wir wieder zurück auf 
die allgemeine Coefficientenrelation, die sich für w = 6 in der Form 

darstellt. Wir erhalten aus ihr vier Relationen, für p = 0, 1, 2, 3, 
wobei X entsprechend die Werthe 0; 0, 1; 0, 1, 2; 1, 2 annehmen 
kann. Es ergiebt sich, wenn wiederum 6q «== 0, Ci «= 1, C^ = ge- 
setzt wird: 

C„C, -4C,Cs + 3C,* = 0, (1) 

also C3 = ; 

2 {C„a - 4.C,C, + 3C^C,\ + 2 {C/,C, - 4C,q, + 30,(7,} = 0, (2) 

also (-2-4 + 2)C,C. = 0, 

d. h. ^4 = 0; 

{CoCe — 4C7,C6 + 3C,CJ + 4 {C^a - 40,0, + SC,«} (3) 

+ {0,0, -40,» + 30,0,} -0, 
oder (-4 + 4)0,06 = 0, 

d. h. Os braucht nicht zu rersch winden ; 

2 {0,06-40,06 + 30,0,) +2{O,a-40,O, + 3O,O,} =0, (4) 
d. h. Ce = 0. 
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Also hat das Octaeder die Form: 

oder für y^ = ^C^ y 

wo Q eine Constante ist. (Vergl. auch Nr. 138.) 

190. Die Ikosaederform. In derselben Weise wie vorhin, berechnet 
man der Reihe nach die Coefficienten der Form /*«=«", welche der 
Bedingung (/", f)* = genügt. Die allgemeine CoefQcientenrelation 
wird hiebei 

und es genügt; wenn wir hieraus die zehn Relationen bilden, die sich 
für p = bis Q = 9 ergeben. Unter der Voraussetzung 0^ = 0, 
Ci = 1 , Cg »=3 findet man alsdann: 

Für Q = ist der Coefficient von C^C^ die Zahl — 4, also C^ = 0. 
}f Q ''^ ^ }} n V )} 

}} Q ^^ ^ V V 9f w 

„ p = o „ „ 5, „ 

» P = O „ „ ,, 7^ 

„ (> = o „ „ ,, „ 

Für (» »= 8 ergiebt sich die Relation: 

(8.8 — 4) C,C,, + {28« — 4. 56« + 3- 70«} C«« = 

= 60{(7,On + 49(7e«} =0, 

oder 

C,i + 49(76« = 0. 

Der Coefficient (7n ist also linear von C<,« abhängig. Für p = 9 
erhält man endlich: « 

8CiCi2 = 0, also Cij = 0. 
Die Ikosaederform ist (lemnach dargestellt durch: 

f= 12C,x''y + 12 . 11 . 7 (76«a:V - 49 • 12qj«a;y^S 
oder wegen Ci = 1 

-^^Y= a:y (a:^o ^ 11 . 7Cf ^6y6 _ 49Q2 ^yio)^ 

Setzen wir hierin noch y^ = VT C^' y^ so erhalten wir die be- 
kannte Form: 



c,c. 


7) 


V 


-24, 


)f 


C!, = o 


c,c. 


n 


» 


-48, 


}) 


05 = 


CiCq 


V 


}} 


0, 


n 


Cefo 


c,c, 


V 


n 


168, 


19 


C, = 


CjCg 


V 


n 


336, 


)9 


C8 = 


G^Cq 


n 


9} 


344, 


99 


Cs^O 


^iC'io 


}) 


9> 


192, 


M 


C.o— 0. 



\ 
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Vergleiche auch Nr. 142, Anmerkung. 

191. Allgemeine Betrachtungen über die regulären Körper. Wir 
haben somit gesehen, dass die Formen 

f=x^ + 2iy3x'y^ + y* 

und die daraus durch lineare Transformation hervorgehenden Formen 
die einzigen sind, für welche (/*, /")* identisch verschwindei Das 
Formensystem dieser Formen reducirt sich nach den in § 20 zu ent- 
wickelnden Gesetzen direct auf die drei Covarianten f, (/*, f)^ = S, 
((/; fTf O = ^ ^^^ ®^^® Invariante A. Da nun T eine schiefe Co- 
variante, so muss, weil sich das Quadrat derselben stets durch gerade 
Formen ausdrücken lässt, und aus Gründen der Homogeneität in den 
Variabein für das Ikosaeder eine lineare Relation zwischen /^, H^y T\ 
für das Octaeder eine ebensolche zwischen /**, fl"*, T*, und für das 
Tetraeder eine solche zwischen /^, H^j P bestehen. In allen drei 
Gleichungen treten natürlich noch gewisse Potenzen der Invariante Ä 
auf, damit auch die Homogeneität in den Coefßcienten gewahrt bleibt*). 
Denken wir uns nun jede der Relationen mit H^ dividirt, so sind 

er, CJ^ CJ^ 

Formen nullten Grades in den Variabein, und wenn (7, (7|, C^ geeignete 
Potenzen der betreffenden Invarianten, auch nullten Grades in den 
Coefficienten. Man nennt diese Formen von der Dimension null in den 
Variabein und Coefficienten die Parameter des Ikosaeders, resp. 



*) Zu den regolären Körpern gelangt man auch, wenn man diese Relationen 
als Definitionsgleicliungen anffasst. Halphen hat gezeigt (siehe „Memoire sur la 
r^daction des ^quations diff^rentielles Unfaires aux formes int^grablea", Paris 1883) : 
Die Formen, welche der Gleichung 

eJ^ + c^W + c^Tf'^O 

genügen, sind ausser den allgemeinen cabiachen und biquadratischen Formen noch 
die regulären KOrper und die aus diesen Formen durch die Substitution x^'^^tp {y) , 
o;, sa i/> {y) hervorgehenden Formen. Er nennt die cubischen, biquadratischen und 
regulären Formen zum Unterschied von den übrigen „primitive Formen". Diese 
primitiven Formen, sowie die aus ihnen durch die erwähnte Transformation her- 
vorgehenden genügen auch den Gleichungen: 

{f/TY^O, (T,H)^^0, {H,n'-0 (I) 

{f,T)^9,H\ (T, Ä)-p,.r, {H,f)^^,^r. (II) 
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Octaeders oder Tetraeders und bezeichnet sie mit q. Man könnte 
ebenso den andern Quotienten ^ als Parameter einführen; denn ver- 
möge der linearen Relation ist der eine bekannt^ wenn der andere 
Quotient gegeben ist. 

Der Parameter q wird jedesmal null, wenn f verschwindet; denn H 
und f können im Allgemeinen keinen Factor gemeinschaftlich haben, 
da ja sowohl die Discriminante von f als auch die Resultante von H 
und f eine Potenz der einzigen im System nicht verschwindenden 
Invariante Ä sein müssen. 

Wenn es also gelingt, diese Functionen 



2f8 ^f H^ ^> ^3 

umzukehren, also ^=»~ in Function von q darzustellen, etwa 

* = ^ = *(9), 

SO ist damit auch unmittelbar die Auflösung des Ikosaeders, Octaeders 
und Tetraeders gegeben« Die Functionen ^{ff) nennt Klein die 
Irrationalitäten des Ikosaeders, Octaeders und Tetraeders. Die Be- 
rechnung der Ikosaederirrationalität verlangt die Auflösung einer 
Gleichung sechzigsten Grades, und ihre Darstellung ist nur auf 
transcendentem Wege möglich. Dagegen können die beiden andern 
durch Wurzelziehen hergestellt werden; wir wollen uns daher mit der 
Berechnung derselben nun beschäftigen und zwar einmal fär die 
Normalformen des Octaeders und Tetraeders, dann aber auch für die 
allgemeinen Formen sechsten beziehungsweise achten Grades. 

192. Berechnung der OctaederirrcUionalität für die Normaifann. 
Die Covariante S der Form 

besitzt den Werth 

Ä =. a;« + Urc^y* + y». (Vgl. Nr. 189, Anm.) 

Der Octaederparameter ist also, wenn wir die Invariante Ci in 
die Grösse q hereinziehen, dargestellt durch 

(ä» + 14a;*y* + yY ~ ^' 
Die Grösse p = — genügt also einer Gleichung vierundzwanzigsten 

Grades. Um sie zu lösen, dividiren wir zunächst Nenner und Zähler der 
linken Seite mit ^^y^^ und erhalten, wenn wir im Zähler noch quadriren: 

f*\3 C>7 



(i: + " + %) 
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oder, wenn wir nun i + i = ^ — 14 (I) 

setzen: (i? — 12)« = P • 1^^ (II) 

Hieraus lässt sich % berechnen. Die Gleichung (I) liefert alsdann 

eine quadratische Gleichung für -^ = |^, so dass sich endlich | in 
der Form darstellt 



= a*})^ 



. , h — 1* + Vni — 28 n. + 192 

I = ,xy i^.._ - ->'''; "'t ^ (p) , (in) 

wobei £* eine der vier Wurzeln + V^i^ ^^^ '?» ®^^® ^®^ ^^®^ Wurzeln 
von (II) ist. 

193. Berechnung der Tetraederirrationalität für die Nommlform. 
Wir bezeichnen das Tetraeder 

f=x^±2iy3x^t/ + y^ 

mit M, wenn das obere Vorzeichen, mit v, wenn das untere Vorzeichen 
gemeint ist. Die Hesse'sche Form H von u fällt dann mit v, und 
umgekehrt die Hesse'sche Form H von v mit u bis auf eine Constante 
zusammen. Die Gleichung fQr die Tetraederirrationalität ist also dar- 
gestellt durch 3 

oder 

«^ {x*-2iysx^y^ + y*) "" ^^' 

Hieraus folgt, wenn e die dritte Wurzel der Einheit bezeichnet, 
nach bekannten Proportionsgesetzen: 

V7- 



e*tt — SV ^ti/~ 



(1) 



Weil aber £ — ««=.t|/3, 

so geht die linke Seite der Gleichung (1) über in 

_ A' + yy 



Demnach erhält man: 



5* + y" — _u l/_ ^V^-** " 

oder nach bekannten Methoden 






1/7- 
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Die Tetraederirrationalität ist also schliesslich dargestellt durch: 




194 Außösting der allgemeinen OcUxedergleichung. Es sei nua 
eine Form 

gegeben^ welche die Eigenschaft besitzt, dass 

(/•, /O* = 

ist. Wir bilden den zugehörigen Octaederparameter 

Die gebrochene Function q>(x) ist vom nullten Grade in x, und 
wenn C=^(f, /")^, auch vom nullten Grade in den Coefficienten. Bei einer 
linearen Transformation dieses Parameters hebt sich, da im Nenner und 
Zähler gleichviel Elammerfactoren sich befinden, die Transformations- 
determinante weg. 

Denkt man sich daher die Transformation von f in die Normal- 
form ausgeführt, wobei f(x) in /"(y), S{x) in -ff'(y), ^{x) in g)' (y) 
und C in C übergeht, so besteht direct die Gleichung 

q)(x) = <p'(y) = Q. (1) 

Die Grosse y ist die Octaederirrationalitat, y = ^(ff)y oder auch 

y-^(9(^)). '(2) 

Ersetzen wir nun die Variable x durch einen festen numerischen Werth 

S, dem der Werth ij von y entsprechen möge, so geht diese Gleichung 

über in: 

f, = »i<p (D) . (3) 

Ist insbesondere a eine Wurzel der Gleichung g? (|) s= ^ s= , so ist 
der dem a entsprechende Werth von y dargestellt durch 

ß = ^{fp («)) . (4) 

Da nun q>'(jf) durch lineare Transformation aus g>{x) hervorgegangen 
ist, so entspricht demnach dem Werthe 

I -f Aa der Werth i? -f A/3 

und die Gleichung (1) geht durch Substitution dieser entsprechenden 

Werthe über in 

<p(i + la) = q>'{ri + lß) (5) 

oder 
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Es müssen demnach Zähler und Nenner beiderseits einander propor- 
tional sein, d. h. es müssen die Gleichungen bestehen: 

Hieraus folgt durch Yergleichung der Coefficienten von }} 

S' (I) Sa (g) - m . H'*(r}) • S^ (v) • 
Dividirt man die beiden Gleichungen, so kommt: 

Hierin ist § eine Gonstante, etwa || = 1 , S2 = 0* Berechnet man zu 
diesem Werthe von | die Grösse rj vermöge 1; = -ö* (9 (|)) , so liefert, 
weil auch ^ =■ ^ (9? («))== d (0) eine völlig bekannte Grösse, die Re- 
lation (6) eine lineare Bestimmungsgleichung für die Wurzel a der 
Gleichung 9? (a;) = , deren Wurzeln mit den Wurzeln von f(x) = 
übereinstimmen. 

Es ist also auf diese Weise möglich, die Wurzeln der allgemeinen 
Octaedergleichung rational durch die Wurzeln der Normalform und 
bekannte Grössen darzustellen. 

Anmerkung. Nach Art der Gleichung (6) lassen sich auch die 
Wurzeln der allgemeinen Ikosaederform durch die Wurzeln der Normal- 
form und bekannte Grössen ausdrücken. 

195. Auflosung der Gleichung vierten Grades. Ist die gegebene 
Gleichung vierten Grades /* =» von vornherein eine Tetraedergleichung, 
d. h. genügt f der Bedingung (/*, /*)* = (a6)* = i = 0, so kann man 
genau das nämliche Verfahren zur Auflösung derselben einschlagen, 
das wir vorhin bei der Octaedergleichung verfolgten. 

Man kann indess auch die Auflösung einer beliebigen Gleichung 
vierten Grades 

mit Hilfe der Tetraederirrationalität bewerkstelligen. Der Gedanke, 
der uns hierbei leitet, entspringt aus der Thatsache, dass man, von 
einer Originalform f ausgehend, stets zwei Tetraederformen sich ver- 
schaffen kann, nämlich 

F=J + kJ, F, = J + X^f, 
in denen d das bekannte Symbol für die Hesse'sche Govariante und 
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Xi und Ag die Wurzeln der Gleichung*) 

ij+xf = y + 2^i + i^' = (1) 

bedeuten. 

Da nun F und F^ Tetraederformen sind^ so müssen sie sich durch 

lineare Transformation in die Formen m = y/ + 2 )/ — 3 • ^i* y^^ + y2* 

und t; = y^"* — 2 ]/ — 3 yi^y^* + ^2* bringen lassen. Alsdann ist: 

J + kJ=r'U (2) 

z/ + >l,/'=s.i;, (3) 

wobei r und 5 noch zu ermittelnde Gonstante sind. Zu ihrer Berech- 
nung können wir unter anderm die Hesse'scheu Formen von (2) und 
(3) benutzen. Wir erhalten: 



2 48 V— 3 a 2V— 3 

r 72 ^ ^ 3 ^• 



Es ist aber nach Nr. 171 

^^+../ = {k' - i) ^ + (i + i ^.) • /•• . (4) 



Demnach hat man: 






2 r* l/— 3 ' 
7. • V. 



I 



6 

Diese Gleichung ist eine Identität; es muss also insbesondere 



und 






(v - 4) 



sein, vermöge der Gleichung (3). Ersetzt man in (5) die Grösse — 
durch Xik^y was nach Gleichung (1) erlaubt ist, so kommt: 



2 



Entsprechend ergiebt sich bei Bildung der Hesse'schen Form von 
Gleichung (3) 

X^(K,-i^)r^^-\Y^'d. (6) 



*) Man bemerke, dass die Discriminante dieser Gleichang auch die Discrimi- 
nante der biqaadratischen Form f =^ a^ selbst ist. (Vgl. Nr. 173.) 
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Aus diesen beiden letzten Gleichungen folgt durch Division: 

h. — ll 

und damit ist der Quotient — bis auf eine dritte Wurzel der Einheit 

vollständig bestimmt. 

Behufs Auflosung der allgemeinen Gleichung vierten Grades ver- 
fahren wir nun ganz analog wie bei Auflösung der allgemeinen 
Octaedergleichung. 

Wir lösen zuerst die Tetraederform ^ + ^i /^> deren Hesse'sche 
Form durch Ai (A^ — Ag) [d ••{' k^f] dargestellt ist. Es ist alsdann 
wie dort: 

wobei nun C =jj-\.x^f: (k^ — ^2)^1 ist. Wegen der Gleichungen (2) 
und (3) erhält man sonach auch: 

(7 . r» «« (y) f . 

Die Tetraederirrationalität ist 

Jedem Werth % von x entspricht ein Werth ij von y. Ist ins- 
besondere a eine Wurzel der Gleichung g?(a;) = (> = 0, so entspricht 

ihr ein Werth 

^ =.^ {ff (0)) . 

Die lineare Gleichung zwischen a und j3 erhält man wie früher, nur 

dass man hier einfacher die erste Polare von — statt von —^ nehmen 
kann. Sie geht wie früher wegen 



\j + i, f) s» ' t?» 



aus der ersten Polare 

hervor, wobei s* eine dritte Wurzel der Einheit ist. Die sich hieraus 
ergebende Wurzel a ist eine Wurzel der Gleichung ^ -f Aj /* = 0. 
Dagegen erhält man für q=zC, also /S = ^(9(C)) die Wurzeln 
der Gleichung f=0] denn wenn f verschwindet, geht (7) in die 
Relation 

über. 
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Durch die eben entwickelte Methode fQr die Auflösung der 
Gleichung vierten Grades könnte man demnach ^ sobald man im Be- 
sitze von Tafeln für die Tetraederirrationalität 

wäre, die Wurzeln jeder biquadratischen Gleichung durch zwei- 
maliges Aufschlagen der Tafel und sonst rationales Rechnen er- 
mitteln. 



Dritter Theil. 
Systeme einzelner nnd simultaner Formen höheren Grades. 



§ 20. Uebersohiebtmg von Systemen. 

196. Begriff des Systemes, Wenn wir eine Anzahl symbolischer 
Ausdrücke in ihrer Gesammtheit bezeichnen wollen, so werden wir 
dasselbe kurz mit dem Namen ^^System von Formen'^ belegen. Der 
Begriff eines Formensystems ist damit in seinen weitesten Grenzen 
gegeben. Die Formen desselben können einzelne symbolische Producte 
sein mit oder ohue Zahlenfactoren. Sie können aber auch ganze 
Aggregate symbolischer Producte repräsentiren; nur wollen wir in 
diesem Falle voraussetzen, dass alle Glieder des Aggregates die 
gleiche Anzahl von Symbolen der etwa auftretenden Formen ent- 
halten. Das ganze System kann alle Covarianten und Invarianten 
eines simultanen Systems binärer Formen fif f^f fs - > • fn umfassen; 
es kann sich aber auch auf irgend eine durch gewisse Eigenschaften 
definirte Gruppe derselben beschränken. Dabei ist nicht nothwendig, 
dass alle Co- und Invarianten eines solchen Systems von einander 
unabhängig sind; doch werden wir im allgemeinen wenigstens die 
Annahme machen, dass keine eine ganze Function von andern Formen 
des Systemes isi 

197. Ud)€rschiebu/ng zweier Systeme. Denken wir uns nun zwei 
solche Formensysteme mit je einer endlichen Anzahl von Formen ge- 
geben^ einmal das System 



«1 
sodann ein zweites System 






B,{x), B,(x), 



M^) 



B,{x) 






(I) 



..B.ix), (U) 

wobei mit Äi{x), Bi{x) irgend welche symbolische Producte oder 
ganze Aggregate von solchen bezeichnet sind, und die darüber ge- 
schriebenen Zahlen Ot, h{ ihren Grad in x ausdrücken. 
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Wir stellen uns die Aufgabe, beide Systeme übereinander zu 
schieben. Wie wir früher die üeberschiebung zweier Formen dadurch 
bildeten, dass wir an dem Product derselben alle möglichen Faltungen 
des betreffenden Ueberschiebungsgrades ausführten, so werden wir auch 
jetzt eine üeberschiebung der beiden Systeme erhalten, indem wir 
irgend ein Product aus den Formen des Systemes (1) mit einem Pro- 
duct von Formen des Systemes (II) falten. 

Sei 

ein Product aus den Formen des ersten, 

ein Product aus den Formen des zweiten Systemes, wobei die Expo- 
nenten a,, ßi irgend welche ganze Zahlen, Null nicht ausgeschlossen, 
bedeuten. 

Das Product U ist in x Tom Grade 

das Product V vom Grade 

m 

Um eine beliebige üeberschiebung {Uy F)" zu bilden, haben wir 
(vgl. Nr. 38) das Product U- V auf alle möglichen Arten i/mal zu 
falten und die erhaltene Summe von symbolischen Producten durch 
die Anzahl ihrer Glieder zu dividiifen. Jedes dieser Glieder besitzt 
einmal die alten, von vornherein dem ganzen Aggregat gemein- 
schaftlichen Elammerfactoren, die ja an der Faltung nicht betheiligt 
sind, dann aber auch i/ neue Elammerfactoren, in deren jedem ein 
Symbol des Systemes der Ai{x) mit einem Symbol des Systemes der 
B{(x) verbunden ist; ausserdem enthalten diese Glieder im Allgemeinen 
noch Factoren erster Art. Ist der Grad eines Gliedes der üeber- 
schiebung in den Factoren erster Art aus dem Systeme (I) noch q, 
und ebenso in den Factoren erster Art aus dem Systeme (II) noch ö, 
dann müssen für jedes Glied und damit auch für die ganze üeber- 
schiebung ([7, F)^ die Gleichungen bestehen: 

a, «1 + «2 «2 + ag «4 . . . 4- ar «r = (> + V (1) 

6l A +hß2+ hßs • • • + hrßr ^6 + V. (2) 

Ist umgekehrt ein Zahlensystem a,, jS^, v gegeben, das diese 
Gleichungen befriedigt, so können wir uns auch dazu eine üeber- 
schiebung der Producte U und V verschaffen. Denn durch die Ex- 
ponenten tti ist das Product ü, durch die Exponenten ßi das Product 
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V eindeutig beBtimmt, und zwei solche Producte haben nur Eine 
Ueberschiebung vom Grade v. 

198. Umgrenzung der m betrachtenden Ueierschi^ngen. Die 
beiden Systeme können natürlich auf diese Weise zu unzähligen lieber- 
Schiebungen Veranlassung geben. Denn die beiden Gleichungen (1) 
und (2) sind lineare diophantische Gleichungen mit den Unbekannten 
«,♦, ßiy V, und zwar solche (vgl. Bd. I, Nr. 187), die immer positive 
ganzzahlige Lösungen besitzen. Jeder Ueberschiebung entspricht aber 
eine solche Lösung, und umgekehrt sahen wir soeben, gehört jeder 
positiven ganzzahligen Lösung eine und nur eine Ueberschiebung zu. 
Von dieser unendlich grossen Anzahl von Ueberschiebimgen inter- 
essiren uns aber nun jene, durch welche wesentlich neue Formen ent- 
stehen. Es werden nämlich wie früher bei der Systembildung ein- 
facher Formen die Ueberschiebungen in zwei Gruppen zu theilen sein: 
in eine erste Gruppe von Ueberschiebungen, bei denen die Faltung 
des Productes U • V kein zerfallendes Glied liefert, und in eine zweite, 
welche solche Glieder enthalten. Hierbei nennen wir ein Glied G 
ein zerfallendes, wenn man dasselbe in zwei Theile Q^ und G^ 
spalten kann, von denen der eine, also auch der andere, ein Glied 
einer früheren, niedrigeren Ueberschiebung ist, oder auch ein Product 
ursprünglicher Formen, Die Ueberschiebungen der zweiten Gruppe 
aber können keine wesentlich neuen Formen liefern, da sich ja nach 
den allgen. einen Sätzen in § 3 jede solche Ueberschiebung durch dieses 
Glied und niedrigere Ueberschiebungen, also durch Bekanntes aus- 
drücken lässt. (Siehe als Beisp. etwa Nr. 211.) Wir beschränken uns also 
auf das Studium der ersten Ueberschiebungsgruppe, deren Formen wir in 
diesem Paragraphen mit d bezeichnen werden. Von diesen Formen 
werden wir in der Folge vier Lehrsätze aufstellen, mit deren Hilfe die 
Endlichkeit des Formensystems einer binären Form sich einfach beweisen 
lässt. Hiebei bezeichnen wir als Form d nur ein einziges übrigens 
willkürliches Glied der betreffenden Ueberschiebung, die nach unsem 
allgemeinen Ueberschiebungssätzen durch ein solches Glied vollständig 
definirt ist. 

199. Erster Lehrsatz: „Ist das System der Formen Ai so- 
wohl als auch das System der Formen Bi ein end- 
liches, so ist auch das durch Ueberschiebung ent- 
standene System der Formen, d endlich.'' 

Der Beweis wird mit Hilfe des im ersten Bande dieser Vor- 
lesungen § 15 bewiesenen Satzes erbracht, wonach ein simultanes 
System linearer diophantischer Gleichungen nur eine endliche Zahl 
einfacher Lösungen besitzt. Wir sahen nämlich soeben^ dass jeder 
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Lösung der beiden diophantischen Gleichungen (1) und (2) Nr. 197 
eine und nur eine üeberschiebung entspricht. Können wir also zeigen, 
dass jeder zusammengesetzten Lösung eine Üeberschiebung mit 
zerfallenden Gliedern zugehört und umgekehrt, dann können die Ueber- 
schiebungen mit nicht zerfallenden Gliedern, also unsere Formen Q^ 
nur den einfachen Lösungen entsprechen. Diese sind aber nur in 
endlicher Zahl vorhanden, also auch die Formen d. 

Angenommen aber, die Üeberschiebung (U, Vy enthalte ein Glied 

G ^= G^-Gzf 
wobei Gl und G^ Glieder niedrigerer Ueberschiebungen vom Grade i/j 
bezw. v^ sind, so dass v ^=: v^ -j- v.^, dann lässt sich zu jedem der 
beiden Glieder je eine Lösung L^ := (a[>^, ß^^\ v^), beziehungsweise 
ig =(«(«), j8(2), Vj) angeben, welche diese niedrigeren Ueberschiebungen 
völlig bestimmen. Dabei ist alsdann, wenn L = (a«- , ßi , v) die Lösung 
ist, durch welche die Üeberschiebung mit dem Gliede G = G^' 6r, er- 
halten wurde: y^y^ + „^ 

d. h. die Lösung L lässt sich zusammensetzen aus den Lösungen L^ 
und Zg. Umgekehrt: Entsprechen den Lösungen L^ und L^ bezw. die 
Ueberschiebungen (ü^, Fi)"» und (ü,, Fg)*'», so entspricht der zu- 
sammengesetzten Lösung X =» L| -(- Z, noth wendig die Üeberschiebung: 

und diese enthält zerfallende Glieder. Denn unter den Gliedern, die 

aus dem Producte 

ü, U, F, F, 

hervorgehen, indem man dasselbe auf alle möglichen Arten (v^+v^ymeA 
faltet, treten auch Producte von Gliedern auf, die entstehen, wenn man 
erst Ui Vi t/j-mal und dann [J^ F, i/-mal faltet, die also Glieder der 
niedrigeren Ueberschiebungen 

(U,, FO" und {U„ F,)'. 

darstellen. Es können also in der That die Ueberschiebungen ohne 
zerfallende Glieder nur den einfachen Lösungen entsprechen, und 
deren Anzahl ist eine endliche. 

200. Definition eines vollständigen Systemes. Wir nennen nun ein 
System von Formen Ai ein vollständiges, sobald aus einer einzelnen 
Form oder einem Producte derselben durch Faltung keine wesentlich 
neue Form entstehen kann, sondern immer nur Formen, welche 
ganze rationale Functionen der Ai sind. 
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Solche vollständige Systeme sind die bereits früher aufgestellten 
Systeme der Form zweiter, dritter oder vierter Ordnung. Jede üeber- 
schiebung ([7, ü'y zweier Produete ZJund ü' der Formen Ai ist also 
darstellbar in der Form 

(CT, Uy = F{A,, Ä,, ... Ar) = -F(A), 

wo F eine ganze rationale Function der Formen Ai bedeutet. So ist 
z. B. für die Form vierter Ordnung 

(/^fi . ^«. . ^. . i«- .j-ö^. , /•/*« . Jß* . df» . i/*« ./.)" = F(f, J, t, i, j). 

201. Zweiter Lehrsatz. Sind die Systeme {A) und {B) vollständige 
Formensysteme mit den Formen 

Au A^j A^y . . , Ar (1) 

B^y B^, -B3, . . . £,, (II) 

gelten also für diese die Bedingungen 

iU, uy = F(A,) (1) 

(F, F)' = 4»(B0, (2) 

dann führt wiederum, die Ueberschiebung derselben auf ein drittes 
System selbstständiger Formen 

Ci, Cg, Cg, . . . Q,, (III) 

zu welchem selbstverständlich als nullte Ueberschiebungen auch die 
Formen der beiden ersten Systeme gehören. 
Von diesem System können wir behaupten: 

,,Das System der Formen d ist ein vollständiges, sobald die 
ursprünglichen Systeme {A) und (B), aus denen dasselbe durch 
Ueberschiebung entstanden ist, vollständig sind.'' 

Unsere Aufgabe besteht darin^ den Nachweis zu führen, dass auch 
für das System der Formen Cy, wie für die beiden ursprünglichen 
Systeme, die Gleichung besteht 

(r, ry = w(Cd, (3) 

wenn F und F' beliebige Produete der d sind. 

Nun entsteht jede dieser Ueberschiebungen (3) durch Faltung der 
in F enthaltenen Formen d mit jenen, die sich in F' befinden. Diese 
Formen d sind aber aus Producten Ui der Formen Ai durch Faltung 
mit Producten Vi der Formen Bi hervorgegangen. Also kann man 
sich auch die Form W direct durch Faltung eines Productes J7- V 
entstanden denken, wobei einmal Faltungen an den Factoren Ai von 
Z7, sodann Faltungen an den Factoren Bi von V und endlich Faltungen 
der Factoren Ai mit Factoren Bi auszuführen sind. Bezeichnen wir 
das durch Faltungen der ersten Art aus U entstehende Product 
mit Ü, das durch Faltungen der zweiten Art aus V entstehende mit 

Oordan^ Invarianten. II. 15 



(4) 
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F, dann entsteht ^ aus dem Producte U • V durch Faltungen der 
dritten Art, und kann somit als Glied der Ueberschiebung 

angesehen werden. Daher lässt sich W durch diese und niedrigere 
Ueberschiebungen dieser Art nach § 3 Nr. 44 darstellen, d. h. es ist 

Da aber TJ durch Faltung von Formen -4,-, V durch Faltung von 
Formen Bi entstanden ist, so kann nach Voraussetzung 

r=2(F", D« = *(£,)) 

gesetzt werden, und demnach ist 

(r, r)'=^(F(^), 0(B,))''-; 

weil aber die Functionen F und O rational und ganz in den Formen 
Ai bezw. Bi sind, also 

und weil die ueberschiebung von Summen gleich der Summe der Ueber- 
schiebungen ihrer Posten ist, so wird endlich 

ir,ry^2iu, v)". (5) 

Die Ueberschiebungen (?7, F)^» sind aber nun entweder Ueber- 
schiebungen der ersten Gruppe, d. h. (vergl. Nr. 198) sie enthalten 
keine zerfallenden Glieder und wir können sie direct durch die Formen 
d ersetzen, oder aber sie enthalten zerfallende Glieder Gi = G^ - G^] 
dann ersetzen wir sie zunächst nach Nr. 44 durch G^ • G^ plus Glieder 
niedrigerer Ueberschiebungen (U, F)^, wo X<Qi. Gleichzeitig 
führen wir alsdann auch für die Factoren G^ wie G^ die ihnen einzeln 
entsprechenden niedrigeren Ueberschiebungen nach demselben Satze 
Nr. 44 ein. Damit ist eine erste Reduction der rechten Seite der 
Gleichung hergestellt. Diese Reduction werden wir nothigenfalls so 
lange fortsetzen, bis nur mehr nullte Ueberschiebungen, d. i. Producte 
der Ci auftreten. Die rechte Seite der letzten Gleichung l'asst sich 
also in der That auf eine Function der Formen (7, successive reduciren 
und die Behauptung: 

ist sonach erwiesen. 
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202. Definition relativ vollständiger Systeme. Es kann nun aber 
auch der Fall eintreten , dass durch Faltung des Productes ü der 
Formen Äi, die einem bestimmten Systeme (I) angehören. Formen If 
entstehen, welche der Gleichung 

Ü = FiA,)+^G'W (1) 

genügen. Dabei ist F{Ai) wieder eine ganze rationale Function 

der Aiy ^ G • W aber ein Aggregat von symbolischen Producten, 

deren jedes mindestens einen aus mehreren von vornherein bezeichneten 
Elammerfactoren G (oder auch ein Product solcher) zum Factor be- 
sitzt. Diese Gruppe von Klammerfactoren G nennen wir ,, Moduln'^ 
(vergl. Nr. 43) des Formensystemes (Ä)y und sagen alsdann: 

,,Da8 Formensystem (Ä) ist relativ vollständig in Bezug auf 
die Moduln (? « 

Wir drücken dies durch die Gleichung (1) aus oder auch durch 
die Congruenz: 

ü:~ F{Ai) mod. G. (2) 

So bilden z. B. im Formensystem der Form vierter Ordnung f^=^ai 

die Formen 

f=aiy t = {alY{ca)axhlcl 

^ = {aiy al hl, j = (a 6)^ {bcY (ca)' 

für sich ein relativ vollständiges System modulo (aby, insofern alle 
aus dem Product 

durch Faltung entstehenden Formen ganze Functionen dieser vier 
Formen sind bis auf Glieder mit dem Factor (a6)* Wir drücken 
dies aus durch 

r= (r, r)' = F(.f> ^> t, i) +2(«&)* w, 

oder 

T={r, ry^Fif, J, t,j) mod. (at)*.*) 

203. Dritter Lehrsatz. Sind nun zwei Systeme {A) und (B) gegeben, 
deren jedes relativ vollständig mod. G ist, dann können wir wiederum 
durch üeberschiebung derselben ein drittes System {C) erhalten. Von 
diesem System gilt der Satz: 

„Das System der Formen d ist relativ vollständig in Bezug 
auf die Moduln G^ sobald es auch die beiden ursprünglichen 

*) Es dürfte hiebei die selbstverständliche Bemerkung erlaubt sein, dass^ 
wenn % =» iflhY identisch null ist, dieses relativ vollständige System zu einem 
absolut vollständigen wird. (Vergl. auch Nr. 209.) 

16* 
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Systeme {Ä) und (B) sind, aus denen das System (C) durch 
Ueberschiebung entstanden ist/' 
Wir haben wiederum, wenn F und F' zwei beliebige Producta 
der Formen d sind; die Richtigkeit der Gleichung: 

nachzuweisen. Der Beweis gestaltet sich analog wie der des zweiten 
Lehrsatzes. Zunächst schliessen wir ganz in derselben Weise wie 
dort, dass sich die Form (r, F'y als Glied der Ueberschiebung 

darstellen lässt, wobei U und V Formen sind, die ,aus U resp. V 
durch Faltung der Formen Äi resp. Bt entstehen. Es lässt sich dem- 
nach (F, r'y wiederum durch eine Summe von üeberschiebungen 
Yom Typus (Ü, Vy darstellen, so dass man hat 

Nun ist aber nach Voraussetzung 

f^O{B,)-\-^G'W\ 
also wird 

oder nach Nr. 32, (ß) 

=^^(F{A.), 0{Bdf +^{F(Äd, LG . Wf 

+^(i:G'W, 0{Bi)y'+^(^2JG'W, UG'Wy\ 

Der erste Term rechts reducirt sich in derselben Weise wie früher 
auf ^{U, F)?«; die übrigen Terme auf Formen, welche die Moduln Cr, 

die ja als Elammerfaclpren nicht gefaltet werden können, zu Factoren 
haben. Daher können wir die letzte Gleichung schreiben 

(r, ry ^^ {u, f> +2 g- q. 

Die üeberschiebungen (?7, F)^» führen aber entweder wieder auf 
Formen d oder sind Üeberschiebungen mit zerfallenden Gliedern Gi 
und wir können alsdann genau wie in Nr. 201 die allmähliche Re- 
duction auf Formen d vornehmen. Also ist in der That 

(r, ry-sE-.wic,) mod. g. 
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204. Vierter Lehrsatz. Von den Moduln, in Bezug auf welche ein 
erstes System {A) relativ vollständig ist, können einige als Klammer- 
factoren von Formen Bi eines zweiten Systemes (J?) auftreten. Wir 
wollen diese Moduln mit -ff, die übrigen des Systemes {Ä) mit G be- 
zeichnen. Es möge nun das System {A) der Gleichung genügen : 

TJ= F{A,) +^ J2 • W+^G' W\ (1) 

Nehmen wir alsdann an, dass im System (B), das wir gleichfalls 
relativ vollständig mod. G voraussetzen, zu jedem der Moduln H eine 
entsprechende Form Bi vorhanden sei, die neben Factoren erster Art 
nur diesen Modul als Elammerfactor hat, dann genügt System (B) 
immer noch der Gleichung 

wobei allerdings unter den Klammer factoren von W' auch Moduln H 
vorhanden sein können, die wir jedoch hier neben den Moduln G 
nicht weiter hervorheben wollen. 

Durch Ueberschiebung beider Systeme (A) und {B) entsteht ein 
drittes System (C). Von ihm gilt der Satz: 

„Genügt das System (A) der Gleichung (1), das System (J?) 
aber, das je eine Co Variante besitzen möge, die je einem 
Modul H von (A) entspricht, der Gleichung (2), so genügt auch 
das System (C) der Gleichung 

(r, ry = F{Ci) +2 <^ • ^y"'> 

d. h. es ist relativ vollständig modulo G." 

Ehe ich den Beweis antrete, will ich den Fall durch ein Beispiel 
illustriren. Im System der Form /" = «^ bilden, wie wir demnächst 
sehen werden, die drei Formen 

für sich ein in Bezug auf die beiden Moduln (a6/ und {aVf relativ 
vollständiges System (^), d. h. es ist: 

V^Fif, H, t)+2{aby-W+^(aby.W'. 

Stellen wir diesem System (Ä) das volle System (J5) der biquadrati- 
schen Covariante * == (f, /")* = (a6)* o* &* von f gegenüber 

B,==1c, B,^ {h, hy, B, = (Ä, m . 

B, = (k, (Je, h)% B, = {[k, k)\ hy]' 
SO ist dasselbe gerade ein System mit einer Form (nämlich der Grund- 
form Bi = k selbst), die den Modul (a6)* besitzt, und das im übrigen, 
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wie der nächste Paragraph schon lehren wird^ relativ vollständig ist 
modulo (aby. Durch üeberschiebung beider Systeme entsteht das 
System (0), welches der Gleichung genügt: 

(r, O' ■= FiC) +2' («6)' • w"'. 

Wir werden sehen^ dass dieses System (C) zusammen mit der 
Invariante (aby selbst, gerade das volle System von f==^cfi. bildet. 

Der Beweis unseres Satzes gestaltet sich nun wie die beiden vor- 
hergehenden. Es ist wiederum zunächst: 

oder: 

(r, r'y==^(FiA;),9{Bdf+^(H-w, 0iB.)f+^G-Q. (3) 

Hierin führt der erste Term rechts in bekannter Weise auf Formen 
d] der dritte besitzt nur Formen , welche Moduln G zu Factoren haben. 
Es erübrigt also nur die Discussion des zweiten Termes. Nun kann H» W 
als Glied der üeberschiebung {Bi, U^Y erhalten werden, eben weil 
der Modul H auch einer Form Bi als Klammerfactor angehört (vergl. 
Nr. 45), und lässt sich folglich durch solche Ueberschiebungen dar- 
stellen. Man kann daher statt des zweiten Termes auch schreiben: 

Die Glieder dieser Ueberschiebungen entstehen durch Faltung aus 
Producten 

BiÜ,'0{B,), 

also aus Producten, die eine Form Bi mehr als das ursprüngliche V 
und demnach eine Form Ai weniger als das ursprüngliche Product 

Ü in der Gleichung (F, ry =^{IJ^ V)^i enthalten. Ersetzen wir 

nun das gegenüber U reducirte Product Vi durch seinen Werth 

I\{A;) +y] H' Wi + y^G- Tr/, wobei in jedem dieser drei Terme 

eine Form Ai weniger betheiligt ist als in (1), so gelangen wir genau 
durch dieselben Schlüsse wie bisher zu einer abermaligen Reduction 
des zweiten Termes 'in (3), indem derselbe hiedurch auf Producte 
zurückgeführt wird, die aus 

B.'Bi' Ü,'0(Bd 

durch Faltung entstehen. Hierin besitzt das Product Ü2 abermals 
einen Factor Ai weniger als U. Durch fortgesetzte Wiederholung 
dieses Verfahrens wird schliesslich der Ausdruck 
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in (3) auf eine Summe von symbolisclien Producten reducirt^ die nur 
mehr durch Faltung von Producten der B, also durch Faltung einer 
Grösse V entstehen. Dies liefert aber nach (2): 

oder, weil die Formen Bi zu den Formen Gi gehören: 

Somit ist auch dieser Term ^ (C«) mod. G und damit die ganze 
rechte Seite der Gleichung (3), was zu beweisen war. 

§ 21. Beweis für die Endlichkeit des Formensystems 

einer binären Form. 

205. Gedankengang des Beweises, Der soeben bewiesene Satz 
bildet nun die Grundlage des von Gordan zum ersten Male im 69. Bande 
des Borchardt'schen Journals bewiesenen Fundamentalsatzes: 

,,Jede binäre Form besitzt ein endliches System von Goyarianten, 
durch welche sich alle unendlich vielen übrigen rational und 
ganz darstellen lassen.'^ 

Ehe wir hier zum Beweise schreiten, will ich versuchen , dessen 
Gedankengang klar zu legen. 

Denken wir uns sämmtliche Covarianten von /* == «^ gefunden 
und in den Symbolen a, h, c ... der Form f dargestellt. Jedes 
dieser symbolischen Producte können wir nach § 1, Nr. 11 so um- 
formeU; dass die in ihm zumeist auftretende Potenz eines Klammer- 
factors, etwa des Factors (aV), eine gerade ist. Ist dann g die 

grösste in — enthaltene ganze Zahl, so können wir sämmtliche Co- 
varianten von /' in folgend^ g Klassen eintheilen, wobei die späteren 
Klassen alle Covarianten der früheren umfassen. Die erste Klasse 
enthält alle Covarianten mit dem zumeist auftretenden Klammerfactor 
(ahf] wir bezeichnen sie als System (Ä^^^) und erkennen, dass es nur 
aus der Originalform /*= o^J allein bestehen kann. 

Die zweite IQasse enthält alle Covarianten, deren zumeist auf- 
tretender Klammerfactor höchstens (aby ist; wir bezeichnen sie als 
System (Ä^'^). 

Das System (Ä^^^) wird sodann alle Covarianten umfassen, deren 
zumeist auftretender Klammerfactor höchstens {aby ist etc., und end- 
lich das System (A^^^) alle Covarianten von f überhaupt, da ja keine 
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Covariante einen höheren Elammerfactor als {aVf^ besitzen kann, 
insoferne eben 2g = n, oder n — 1 ist. Jedes solche System 
(Ä^^^) ist relativ vollständig in Bezug auf den Modul (a6)**+2 
und alle höheren Potenzen von (ab). Denn durch Faltung eines 
Productes von Formen Af^ können nur symbolische Producte entstehen, 
deren zumeist auftretender Elammerfactor (ah)^, Q<.^} ist, und sym- 
bolische Producte mit dem Factor (a&)*^, p > Ä. 

Da nun aber das System (J.^*)) sämmtliche Co Varianten ent- 
halten soll, deren zumeist auftretender Elammerfactor höchstens (ab)^ 
ist, so kann die erste Sorte von Producten nur wieder auf Formen 
Af^ führen, und es ist demnach in der That: 

m^~£F{Af) mod. (a6)2*+*, (a6)«*+* etc., 

und insbesondere 

U^) i\-: F(Af) mod. (a6)2H-i, 

wobei (A^^) das volle System von f^a^*) 

Hiebei ist das erste System {A^^^) endlich; denn es besteht aus 
der Form f allein. Gelingt es uns nun durch Ueberschiebung des 
Systemes (-4.^°^) mit einem andern gleichfalls endlichen Systeme (B^^)) 
das System {A^^^) zu erhalten, und weiter durch Ueberschiebung des 
Systemes (^^^0; ^^^ ^^^ nothwendig nach Nr. 199 gleichfalls endlich 
ist, mit einem endlichen System (JB^*^) das System {A^^^) zu er- 
zeugen etc. etc., so ist der Beweis der Endlichkeit geliefert. Solche 
brauchbare Systeme (B^*^) liefert aber sofort der bereits in Nr. 43 
geschilderte Process, und ich gehe nun dazu über, diese Bild- 
systeme aufzustelleu. 

206. Aufstellung der Bildsysteme (5<*>). Es sei Af^ irgend eine 
Form des Systemes {A^^^)\ sie sei durch eine gewisse Anzahl Faltungen 



*) Beispiel. Bei Formen vierter Ordnung besteht das System (AS^"^) aus der 
Form 

das System {A^^^) aus den Formen: 

f, ^1 i, j\ 
das System (Ä^^^) aus den Formen: 

f, ^l i, j, »', 
und es ist: 

ijii) ^r j'X/*, Jy t, j) + ^ {aby ' W (vergl. Nr. 202) 
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aus einer Potenz /*? «= aj • 6]J • cJJ • • • rJJ gewonnen worden. Nehmen 
wir nun genau dieselben Faltungen an der q^^ Potenz der Govariante 
gj =r (a6)**+*aj~^"* 6j"**~* vor, was (vergl. Nr. 43) auf mehrere 
Weisen möglich ist, so entsteht wiederum eine Co Variante von f, die 
wir mit JBf^ bezeichnen. Wir sagen: die Form Bf^ ist nach dem 
Modell J.^*J aus der Govariante (p *= {f, /')"+* gebildet worden. Auf 
dieselbe Weise können wir nach jeder Form des Systemes (-4.^*^) ein 
Bild herstellen, so lange der Grad der Govariante 9 grösser oder 
gleich n ist, und wir nennen alsdann die Gesammtheit dieser Formen 
ein System (5^*^). Nur wenn der Grad 2n — 44 — 4 dieser Form 
(p kleiner wird als n, kann diese Operation unausführbar werden, da 
alsdann 9^ möglicher Weise nicht mehr die nöthige Anzahl Factoren 
erster Art besitzt, durch deren Faltung das Bild B^^^ nach dem Muster 
von A^^^ entstehen soll. In diesem Falle aber hehmen wir alsdann 
die vollen Systeme der Formen niedrigerer Ordnung, also der Formen 
(n — 1)**", (n — 2)*®** etc. Grades zum Muster für die Bildung des 
Systemes (B<*>). Da wir die Endlichkeit des Systemes einer Form 
n^' Ordnung beweisen wollen, so dürfen wir die vollen Systeme der 
Formen niedrigerer Ordnung als endliche annehmen, wie wir dies ja 
auch in der That bei Formen ersten bis vierten Grades gesehen haben. 

um zu wiederholen: Ist A;<-j- — 1, so stellen wir das System 

(JB^*)) nach dem Modelle der vorhin Nr. 205 definirten Systeme (J.^*^) 
an der Form tp = (/", /^**+* her. Alle spätem Systeme (B^^^) haben 

die vollen Systeme (Ä^^^) der Formen niedrigeren Grades zum Muster, 
die wir als endliche Systeme voraussetzen. Die Systeme (-4^*^) von 

Ä = bis Ä < . — 1 genügen, wie wir in Nr. 205 gesehen, der 

Congruenz : 

fjik) = jp^(^(*)) mod. (a6)«H-8, (a&)«*+A, etc.; (1) 

die späteren Systeme (Ä^^^) aber, als endliche Systeme, der Gleichung 

üik) = F(Äf>). (2) 

207. Eigenschaft der BOdsysteme (5<*)). Während so die Modell- 
systeme, wenn sie nicht a priori endlich sind, der Gongruenz (1) ge- 
nügen, befriedigen sämmtliche Bildsysteme die Congruenz: 

Ü' = F(Af)) mod. (afc)«H^, (aJ)*^ ... (3) 

AS. 

Dies erkennt man für die Systeme (5<*)) , k> -r — 1, unmittelbar. 
Denn ihre Modellsysteme genügen der Gleichung (2), d. h. zwischen 
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den Formen des Systemes und einer Form U^^\ die aus ihnen durch 
Faltung entsteht , besteht die Relation: 

Uik) _ 2^(4*)) = 0. 

Jedes Bild derselben ausgeführt an (p ^= {f, ff^"^^ genügt alsdann 
nach Nr. 43, (3) der Relation: 

FW - F(5J) = mod. (a6)"-H, 
d. h. es ist: 

fw ^ F{B^;) mod. {ah)^^. 

Für die übrigen Systeme (£^*)) von ifc «= bis ^ ^ t "~" 1 ^^' 

giebt sich die Richtigkeit unserer Behauptung auf folgendem Wege. 
Wir schreiben wieder die Congruenz (1), welcher ihre Modelle genügen, 
in der Gleichungsform: 

Ü^k) _ F{Af)) -2^(afe)«*+2 w—^iaby^-^"^ W = 0, (4) 

und erkennen in ihr eine Relation von symbolischen Producten, deren 
Glieder sich weder gegenseitig aufheben, noch einzeln verschwinden. 
Von einer solchen Relation haben wir in Nr. 43 gezeigt, dass ihr 
Bild hergestellt an der Form q> = (/*, /')2*+2 gjch darstellen lässt durch 
symbolische Producte, die mindestens (a6)^+* als Klammerfactor be- 
sitzen. 

Nun ist das Bild von m) die Form F(*>, das Bild von F{Af^) 
die Function 2^(Ä*^); dabei seien die Formen Ä*^, die ja auf ver- 
schiedene Arten nach dem Modell A^!^^ hergestellt werden können, so 

gewählt, dass die Bilder des dritten Termes ^(a6)^*+* TF, und auch 

der späteren, die Form annehmen 

^ (a&)2*+2 (aai)2*+2 w, etc.-, (5) 

dies ist immer möglich, weil ebenso wie der dritte Term in (4) durch 
mindestens (2Ä + 2)-malige Faltung aus /^^ '=■ öt^&^^ • • • ^*; auch das 
Bild durch mindestens (22; -f- 2)-malige Faltung aus 

tpQ = (a6)»*+» aJ-2*-« j«~2*-2 . (^^ j,j2*4-8 aJ7^-« t«~a*-2 

entstehen muss. Allein alle symbolischen Producte, wie sie in der 
Summe (5) auftreten, lassen sich durch andere Producte darstellen, 
die mindestens den Factor (a6)**^^ besitzen, wie wir in Nr. 98 aus- 

führlich gezeigt haben. Es ist also für Ä < v — 1 zunächst: 



j 
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= Omod.(aby^\ 

oder weil yom dritten Terme links incl. ab alle Producta den näm- 
lichen Modul (a6)^*+* als Factor besitzen: 

V^')=F{Bf)) mod. (aby^, (a6)«H-6 etc. 

208. Rückblick. Wir haben so die Gesammtheit aller Covarianten 
von f in doppelter Weise eingetheilt: Einmal in Systeme (Ä^^^) relativ 
vollständig modulo (a6)2*+^ (a6)«*-^, etc. Dann in Systeme (-BW), 
welche die gleiche Anzahl von Formen enthalten , wie das 
entsprechende Modell (^^*^), welche ferner relativ vollständig sind 
modulo (a6)**+*, (a6)^*+® . . . etc., und welche endlich jedesmal mindestens 
eine Form enthalten, die den niedrigsten Modul (ah)^^^ des Modell- 
systemes Ä^^^ zum Factor hat. Denn (B^^^) hat immer die jeweilige 
Foito g? = (/'^ ^)2H-« als Originalform. Je zwei Systeme (^^*)) und 
(5^*^) sind also gerade zwei Systeme, wie sie der vierte Lehrsatz 
Nr. 204 voraussetzt und durch Ueberschiebung derselben entsteht 
sonach ein relativ vollständiges Govariantensystem von f, das als 
niedrigsten Modul den Modul (a6)2*+^ besitzt, d. h. das System (-4.^*+^^) 
der Form f. Und darin liegt der Hauptschritt des Beweises für den 
an die Spitze dieses Paragraphen gestellten Lehrsatzes. 

209. Beweis der Endlichkeit des Formensysteines. Nachdem wir 
nun gesehen haben, wie durch die Hilfssysteme (J?(^>) aus einem Systeme 
(^<*)) das nächst höhere System {A^^^^) vermittelst Ueberschiebung 
erzeugt wird, erübrigt uns nur mehr, dass wir uns von der Endlich- 
keit der einzelnen relativ vollständigen Systeme {AS^^) überzeugen. 
Daraus folgt dann von selbst die Endlichkeit des Systemes (^^^), 
d. i, des vollen Systemes von f. Nun besteht aber das System {Ä^^^) 
aus der Form f allein und demnach das Bildsystem {B^^^) aus 
y = (a6)*aJJ~~*6j~~* allein; durch ihre Ueberschiebungen entsteht das 
System (-4^*^, das somit endlich ist, weil es die Systeme {A^^^) und 
(J5(^^) waren. Nach dem Muster (-4^^^) bilden wir (JB^^Oi ^^ enthält 
dieselbe endliche Anzahl von Formen wie (-4^^^) und durch Ueber- 
schiebung beider entsteht das endliche System {AS^^) etc. etc. So ge- 
langen wir schliesslich zum vollen System (-4^^), von dem wir nun 
erkennen, dass es in der That endlich sein muss. In diesem Systeme 
(-4^^^) treten freilich im Allgemeinen noch viele überflüssige Formen 
auf, d. h. solche, die sich rational und ganz durch die übrigen des 
Systemes ausdrücken lassen. Dieselben zu erkennen bleibt immer eine 
der Hauptaufgaben bei der wirklichen Systembildung. Sollte eine 
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Form /"= a^ 80 beschaffen sein, dass (/*, f^^+i-\'^^ 9 == 1, 2, ... 
identisch verschwindet, dann bildet natürlich bereits das System 
(^(*+i)) das vollständige System von f. (Vergl. die Systeme der 
regulären Körper § 19).*) 

§ 22. Das Formensystem der Form fünfter Ordnung. 

210. Aufstellung der Systeme (A^^^) und (B^^^), Die eben ent- 
wickelte Theorie wollen wir nunmehr durch die Aufstellung des Formen- 
systemes einer Form fünfter Ordnung erläutern. Das Formensystem 
J.(o) ist dargestellt durch die Form 

das Formensystem (B^^) durch die Form 

Die Ueberschiebung beider Systeme liefert das System {Ä^^^). Die 
Formen dieses Systemes sind also enthalten in dem Ausdruck 

Es handelt sich nun zunächst darum, jene Ueberschiebungen aus- 
zuscheiden, welche zerfallende oder reducible Glieder enthalten. Hieher 
gehören in erster Linie alle jene, für welche A > 1 ist, welche Werthe 
auch a > 0, ß> haben mögen. Denn diese ueberschiebungen ent- 
halten Glieder mit den Elammerfactoren {ahy{acf. Solche symbolische 
Producte sind aber bereits (nach Nr. 98) eh: mod. (aJ)*. 

l kann also nur den Werth 1 besitzen; in diesem Falle darf aber 
mederum a oder ß nicht grösser als 1 sein, da ja alsdann schon f 
und q> allein den zur einmaligen Faltung nöthigen Factor erster 
Art liefern, während die übrigen Factoren f und q> nur multiplicativ 
zum Faltungsglied hinzutreten und so dieses Glied zu einem zer- 
fallenden Gliede machen würden. 

Die einzige neue Form, welche sonach durch die Ueberschiebung 
der Systeme {S^^) und {m^) entsteht, ist die Form 

*) Im 100. Bande des Grelle'schen Journals hat neuerdings auch Herr Mertens 
einen Beweis für die Endlichkeit des Formensystems erbracht. Indem er voraus- 
setzt, dass das System S der Form p =» a^ endlich sei, büdet er zunächst das 
simultane System von p und einer linearen Form a^. Mit Hilfe von diophanti- 
schen Gleichungen zeigt er, das dieses System eine endliche Anzahl von Formen 
B enthält, welche in den CoefiBcienten von p und o^ vom gleichen Grade sind. 
Nun identificirt er die Form f « A^^ mit |) • «i = !>" • ^ix> indem er a^ als den 

einen und p" als das Produot « ga- «g,. • • • «„+1 ^ der übrigen linearen Factoren 
von f betrachtet. 
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< = (/", (/•,/0*)'=(«&)*Moi&»(^ 

und das System {Ä^^^) besteht somit aus den drei Formen 

Dies galt schon bei den Formen dritten und viertes Grades und 
gilt auch noqh bei höheren Formen. Für die regulären Körper ist 
das System {A^^^)y abgesehen von einer Invariante, das volle System. 

Nach diesem Modelle wäre nun an der Form 

das System (B^^^) ^ mod. {ahj" zu bilden. Da jedoch i bereits eine 
Form zweiter Ordnung ist, so muss man das System einer Form 
f=al zum Muster nehmen, das nur aus den Formen a* und (aby 
besteht. Demnach enthält (B^^^) die beiden Formen 

(-BW) i, (i, if = (aby (cd)* (ac) Q)d) = A. 

Dieses System ist ^ mod. (a&)^ Durch Ueberschiebung des- 
selben mit {Ä^^^) erhält man somit das vollständige System {A^^^) der 
Form f=a^. 

' X 

211. Ueberschiebung der Systeme (A^^^) und (B^^^). Unsere nächste 
Aufgabe besteht nun wiederum darin, aus den üeberschiebungen 
(U, V)^ jene auszuscheiden, welche zerfallende Glieder enthalten. Zu 
dem Zwecke untersuchen wir zuerst die Üeberschiebungen einzelner 
Formen aus beiden Systemen, sodann die Üeberschiebungen von Pro- 
ducten U mit Producten F. Wir beginnen mit den Üeberschiebungen: 

Ist hier f* = 1, so ergeben sich von A = 1 bis A = 5 üeber- 
schiebungen ohne zerfallende Glieder, nämlich die Formen 

(/•, i). {f. »OS if, ^y, if, »•*)*, (/•, t')s 

wovon man sich leicht überzeugt, wenn man das Product 

bezw. 1, 2, 3, 4, 5-mal auf alle möglichen Arten faltet. 
Bei sechsmaliger Faltung des Productes 

entstehen dagegen zerfallende Glieder; so z. B. wenn man die vier ersten 
Factoren Cx mit den vier Factoren a» 6« «ix 61« ; und zwei Factor en djc 
mit a2x &2x faltet. Das so entstehende Glied der Ueberschiebung 
(/^i i^y ist nichts anderes als das Product zweier Glieder niedriger 
Üeberschiebungen, nämlich der Üeberschiebungen 

(/•, ty und if, ty. 
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Ganz ebenso zeigt man^ dass die Ueberschiebungen 

ir, iy, ir, i*y, (r, »•*)' 

zerfallende Glieder enthalten. Dagegen liefert die Ueberscbiebung 

wie man leicht wieder durch den Faltungsprocess erkennt, keine zer- 
fallenden Glieder; sie ist eine Invariante vom Grade 12 in den Goeffi- 
cienten von f. 

Wenn man nun weitere Potenzen von i mit f^, /'*,... etc. zur 
Faltung bringt, so sieht man, dass immer Glieder hiebei gebildet 
werden können, welche diese Invariante zum Factor haben. Wir er- 
halten sonach von dieser Seite aus keine neuen Formen mehr. 

Die Ueberschidmngen (g>^, i^y. Nicht zerfallende Glieder ent- 
halten die Ueberschiebungen: 

{9, i), (9, ^r, (SP, »*)^ (9, »■*)*, (9», *^f, (v, ir, 

wie man wieder umnittelbar aus den entsprechenden Faltungsprocessen 
erkennt. Hiebei liefert die letzte Ueberscbiebung eine Invariante vom 
Grade 8 in den Coefficienten von f. 

Bei allen weitern Ueberschiebungen von Potenzen der Form 9) 
mit Potenzen von i kann man sich stets durch Faltung Glieder ver- 
schaffen, welche diese Invariante zum Factor haben, so dass die Reihe 
der Formen, die hier entstehen konnten, ebenfalls abgeschlossen ist. 

Die Ueberschiebungen (^, i^/. Hier enthalten alle ungeraden 
Ueberschiebungen von t über i,'t*, i', i*, i^, ausgenommen die neunte 
Ueberscbiebung, stets reducible Glieder. 

Denn setzen wir einen Augenblick 

i «=r (a6)*a«6a? = il 
t = {cdy{ce)cldlei, 

so tritt bei diesen ungeraden Ueberschiebungen stets ein Glied auf 

mit den Faltungen 

{ci){ce)ixC^. 

Dieser Theil des Gliedes kann aber nach dem Productsatz in die 
Form gebracht werden: 

(c%) (ce) i,c, = Y { (ciy e^ -f (cey H — {iey cl ] , 

und wenn man daher die rechte Seite für die linke in das betreffende 
Glied substituirt, so spaltet es sich in drei zerfallende Glieder. 
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Dagegen tritt bei den geraden Ueberscliiebungen kein solches 
Glied auf, weil hiebei jedesmal alle Factoren erster Art i^y und ebenso 
keines bei der neunten lieber Schiebung ^ weil hier alle Factoren erster 
Art tx aufgebraucht werden. 

Wir erhalten sonach aus den Ueberschiebungen mit tl die Formen 

(t, i)», (t, ^y, {t, ty, (t, i*y, (t, iy. 

Weitere Ueberschiebungen brauchen hier nicht mehr untersucht 
zu werden, da das Quadrat der Form t, welche ja Functional- 
determinante ist, durch niedrigere Formen sich ausdrücken lässt. 

212, Die Ueberschiebungen von Froducten von Formen. Es erübrigt 

also nur noch die Ueberschiebungen der Form i^ über dasProduct 

der Formen 

/*« . g)/* • p 

zu studiren. 

Hiebei kann aber, da i quadratisch ist^ also bei Faltung sich 
seine Linearfactoren höchstens auf zwei Formen vertheilen lassen, 
stets einer der Exponenten gleich null genommen werden. Von den 
sich so ergebenden drei verschiedenen Producten 

können die beiden ersten unberücksichtigt bleiben, da sie je eine Form 
geraden und je eine ungeraden Grades enthalten und somit stets die 
Linearfactoren von i^ bei Faltung zunächst auf alle Factoren erster 
Art Ton (p vertheilt werden können, so dass eine Potenz der Invariante 
(9, i^)^ als Factor auftritt. 

Sonach bleiben nur noch die Ueberschiebungen 

zu studiren. Dabei muss 2q sowohl als X den Grad 9 von t über- 
steigen, da ja sonst a priori zerfallende Glieder in der Ueberschiebung 
auftreten, nämlich die bereits in das System aufgenommenen Ueber- 
schiebungen von t über i?. 

Setzen wir in erster Linie « = y = 1 . Die Ueberschiebungen 

i.f-t,iT, if-t,iT, if-t,iT, if-t,iT 

enthalten Glieder, welche in Producte von Gliedern zerfallen, die bereits 
betrachteten Ueberschiebungen angehören. Um nur ein Beispiel an- 
zuführen: die Ueberschiebung (/*• t, i^^^ enthält ein Glied, in welchem 
die sechs Factoren erster Art von i^ mit sechs Factoren von t zur 
Faltung kommen, während von den übrigen sechs Factoren fünf mit 
f gefaltet werden. Dieses Glied ist also ein Product zweier Glieder, 
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welche den Ueberscliiebangeii 

{t, t»)«, bezw. (/", ««)» 
angehören. 

Dagegen liefert die Ueberschiebung 

eine neue Invariante; die wir mit R bezeichnen wollen. Ueber- 
schiebungen höherer Potenzen yon f und t brauchen nicht betrachtet 
zu werden; denn jede solche Ueberschiebung enthält immer Glieder^ 
die R als Factor haben. 

213. Ueberblick über das vollständige Formensystem von f=^a%. 
Wir haben somit das gauze Formensystem der Form fünfter Ordnung 
aufgestellt. Es besteht aus den 23 Formen: 

1) /•, 9 = {f, f)\ t - if, if. f)% i = (/■. /)*, ^ = (». 0* 

2) (/•, ^y, if, iy, (/; *•*)*, if, *•*)*, (/•, *t 

3) (9>, i)S (<P, iy. (9, »T, (9, i*)S (9, »T, i<P, »')' 

4) (*, r)*, it, ty, {t, ij, (t, i^y, (t, t^ 

Es ist freilich noch nicht gezeigt^ dass nicht einige dieser Formen 
durch die übrigen sich rational und ganz ausdrücken lassen; doch 
darf die Annahme gemacht werden ; dass dieses System nicht mehr 
weiter reducibel ist^ da alle bisherigen diesbezüglichen Untersuchungen 
keine gegentheiligen Resultate zu Tage gefordert haben. 

Unter diesen 23 Formen befinden sich drei fundamentale Invarianten, 
nämlich: 

(i, ty, (9>, »»)«, (r, iT, 

vom beziehungsweise vierten, achten und zwölften Grade in den Coeffi- 
cienten. Hiezu tritt noch die Invariante 

(/•• t, »r . 

Sie ist vom Grade 18 in den Coefßcienten und hat die Eigen- 
schaft, bei der Transformation 

deren Modul z/ = — 1 ist, das Zeichen zu ändern. Denn das sym- 
bolische Product 

{f'{f,(f,r)'),iT 

enthält 90 Buchstaben, 70 herrührend von i^, und viermal je fünf 
herrührend von /*; dieselben vertheilen sich sonach auf 45 Klammer- 
factoren, und da bei dieser Transformation jeder solcher Elammerfactor 
sein Zeichen ändert, so ändert dasselbe die ganze Form, d. h. sie ist 
eine „schiefe Invariante'' (vergl, Nr. 8). 



Systeme einzelner und simultaner Formen höheren Grades. 



241 



214. Uebemommme Formen. Die Formen (f, ff, {f, (/", ß^), 

(fy ff) welche in diesem Systeme auftreten, haben wir bereits auch 

im System der Form vierten Grades vorgefunden, und es ist die Frage, 

ob sich unter den Covarianten der Form fünften Grades nicht auch 

eine Covariante 

j = {aby{acy(icym,hc, (1) 

befindet, welche der Invariante 

j = (ahy(acy(bcf (2) 

der Form vierten Grades entspricht Erinnern wir uns, dass die In- 
variante j unsymbolisch die Form hatte: 



i = 6 



% f^ <h 

«1 «2 «3 
«2 «3 «4 



(3) 



so können wir nunmehr für- die Form fünften Grades die analoge 
Determinante bilden: 



ar 



«1 



a.i 



a. 



a 



2 



a 



2 



a« 



a« 



a. 



a. 



a. 



a. 



Xc 






(4) 



'2 •*'l**'2 **'l "^2 •"! 

Setzt man hierin statt der wirklichen Coefficienten die symbolischen, 
so erhält man in derselben Weise , wie wir früher die Determinante 
(3) in (2) umgeformt hatten, für die Determinante (4) das symbolische 
Product (1). 

Diese Covariante j befindet sich aber nicht unmittelbar im 
System, und es ist die nächste Frage, welche Stellung sie zu ihm 
einnimmt. Zu dem Zwecke werden wir sie so umformen, dass sie 
den Factor {acf erhält, was nach Nr. 98 stets möglich ist. Es ist: 

üx (bc) = h (ac) — C:c (ah) , 
also 

j = {ahf {acy (bc) bl c, — (abf {acf (bc) b, d . 

Vertauscht man im zweiten Terme b mit c, so kommt: 

3 = 2 (aby (acf (bc) bl c^ . 

Vertauscht man hierin a mit c und nimmt die halbe Summe der so 
entstehenden Ausdrücke, so erhalten wir endlich 

j=- (acy (ab) (ch) M . 
Das symbolische Product rechts wird aber durch die üeberschiebung 



erhalten: 



i(acya,c,, hlf = {i,ff, 



Oordan, Inyarianten. n. 
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d. h. j ist bis auf deu Factor — 1 nichts anderes, als die bereits im 
Systeme aufgenommene Ueberschiebung (/*, if. 

Wir erkennen also die bemerkenswerthe Thatsache, dass sämmt- 
liche Formen 

fy ^y ^ iy 3 (1) 

des vollständigen Systemes vierter Ordnung ihre entsprechenden 
Formen im System von f=al besitzen, wobei die gegenseitige Be- 
ziehung durch die je zwei solchen Formen gemeinschaftlichen charakte- 
ristischen Elammerfactoren hergestellt ist. Wir nennen diese Formen 

f, (f,f), (f,{r,m, if,ff, -(/",»■)* (2) 

übernommene Formen. Sie gehen aus dem Systeme (1) einfach 
dadurch hervor, dass man die Formen desselben jedem Symbole ent- 
sprechend mit je einem Factor erster Art multiplicirt. Diese merk- 
würdige Thatsache wiederholt sich indessen später nicht mehr; das 
System der Form fünften Grades kann nicht mehr in das System der 
Form sechsten Grades in dieser Weise übernommen werden. 

215. Zweite Definition der Form j. Es möge gleich an dieser 
Stelle eine die Form j geradezu definirende Eigenschaft derselben 
erwähnt werden. Wenn man nämlich die Ueberschiebungen von f mit 
j bildet, so zeigt sich, dass die dritte Ueberschiebung (^ j)^ identisch 
verschwindet. Denn man hat: 

Setzt man hierin 

«X {hi) = fear (ai) — ix («6) , 
so kommt: 

— (abf (bi) (ai) ajc K + {aVf {hi) a^ i^ = (f, jf. 

Beide Terrae links verschwinden; der erste, weil er bei Vertauschung 
von a mit b nur sein Zeichen ändert; der zweite, weil er nichts an- 
deres darstellt, als die erste Ueberschiebung der quadratischen Form 
i t= {aby üx hx über sich selbst. Es ist also in der That: 

if, Jf = . 

Durch diese Eigenschaft ist aber j vollständig charakterisirt , d. h. 
ist ^ eine beliebige cubische Form, so beschafien, dass 

(/•, *)' = o, 

dann ist stets: t=ji 

bis auf einen constanten Factor. 
Ist nämlich 

(A id^ = «X (atf = al (a^ ^2 — ti «2)^ = 
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80 müssen die Coefficienten von x einzeln verschwinden, d. h. es müssen 
die Gleichungen bestehen: 

«1^ {^l ^2 — ti «2^ = «0 ^3 — 3«! ^2 + 3^2 ^j — «3 ^^j = 
«1 «2 («1 *2 — tl (hf = «1 ^3 — ^«2 ^2 + 3«8 ^1 — «4 ^0 = 
«2^ («1 ^2 ~ ^1 «2)"^ = «2 ^3 — 3«3 ^2 + 304 ^1 — «5 V'o = • 

Bestimmt man hieraus die Verhältnisse der ^e und trägt deren 
Werthe in 

^ = ^0 ^1^ + 3^1 a^i^ iPg + 3^2 ^1 ^/ + ^8 ^2^ 
ein, so erhält man gerade die Covariante j. 

Anmerkung. Alle Formen, welche den Factor (ajy besitzen, ver- 
schwinden identisch, denn sie können durch Ueberschiebnng mit 
(f^jY = {ajfal entstanden gedacht werden. Der Klammerfactor {ajf 
ist demnach Reducent. 

216. Ersetzung der Formen des Systemes durch eines ihrer Glieder, 
Während nun die übernommenen Formen bereits einen einfachen sym- 
bolischen Ausdruck besitzen, der für die weiteren Rechnungen taug- 
lich ist, sind die meisten der übrigen Formen des Systemes durch ein 
Aggregat symbolischer Producte dargestellt, das die symbolische Rech- 
nung sehr erschweren würde. Es ist daher angezeigt, hier von dem 
Satze Gebrauch zu machen, dass sich jede Ueberschiebung durch eines 
ihrer Glieder und niedrigere Ueberschiebungen darstellen lässt. Indem 
wir alsdann von den niedrigeren Ueberschiebungen, als bekannten 
Bildungen, absehen, können wir direct das betreffende Glied, das ja 
alle charakteristischen Merkmale der Ueberschiebung besitzt, welcher 
es angehört, an Stelle der Ueberschiebung selbst in das Formensystem 
einfügen. Insbesondere wollen vdr nun im Folgenden die quadratischen 
und linearen Covarianten, sowie die Invarianten durch eines ihrer 
Glieder ersetzen, soweit die betreffenden Ueberschiebungen nicht ohne- 
hin schon durch ein einfaches symbolisches Product dargestellt sind. 

217. Die drei quadratischen Covarianten, Als erste quadratische 
Covariante erhielten wir: 

i = il z= (aby ax bx . 

Zu einer zweiten giebt die Hesse'sche Form t der cubischen Covariante 
j Veranlassung: 

Diese Form r lässt sich auch noch in anderer Weise darstellen. Es ist: 
(/■, 0", 0)' = i< Qi) 3l i^f = «i {ajy (ai) (ji) . (1) 

16* 
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Setzt man nach dem Identitätssatze: 

«x (ji) = — ix (aj) + jx (ai) (2) 

und führt diesen Werth von a^ (ji) in (1) ein, so kommt, da der erste 
Term wegen des Eeducenten (äff null ist; 

Der Ausdruck rechts kann als zweite lieber Schiebung von 

aj {aiy über ji 

angesehen werden, oder auch, weil a5(ai)*= —-ji, als zweite üeber- 
schiebung von — ji über ji . Es ist also : 

(A (i, i)f = - {ihyjxjix = - T . 
Die dritte quadratische Co Variante endlich, die wir mit in unsere 
nächsten Betrachtungen hereinziehen, ist die Functionaldeterminante 
von i und r, nämlich 

Es fragt sich nun, in welchem Znsammenhange t und d" mit den 
beiden andern im Systeme auftretenden quadratischen Covarianten 
(9, t^Y und (9, i^y stehen. 

Was die Covariante x betrifft, so erkennt man sie leicht als ein 
Glied der Ueberschiebung (9, i*)*. Denn da j= — (aiy aiy so ist 

t = (jjyjj'. = {{aty ai , (bij biY = (aby(,aiy(biy a. 6, . 

Der Term rechts kann aber durch viermalige Faltung des Productes 

9 • ^^ = (aby ai bi - il - Q 

erhalten werden, wodurch die Behauptung erwiesen ist. 

Ganz ebenso ist -ö* ein Glied der Covariante (9, ilFf, Denn 

(iy t) = {i'L\ (aby (aiy (bij a, b,) = - (aby (aiy (bij (ai") b, C . 

Der Ausdruck rechts geht durch fünfmalige Faltung aus dem Product 

(abyaibi • ij • ^7 -C 

hervor, ist also in der That ein Glied von (9, i^y. 

218. Die fundamentalen Invarianten. Wir hatten im Systeme zu- 
nächst drei gerade fundamentale Invarianten erhalten; es waren dies 
die Formen 

Die erste derselben behalten wir im Folgenden bei und bezeichnen 

sie mit 

Aii = A = (i, iy . 

An Stelle der zweiten setzen wir die zweite Ueberschiebung von i 

über r, d. i. die Invariante 

B = (i, tf . 
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Sie ist gleichfalls vom achteu Grade in den Goefficienten und mau er- 
kennt sie als ein Glied der Ueberschiebung {tp, i^y. Denn es ist 

(t, ty - (C iabyimy(ii'ya.hy = iabyiaiy{bi'y(ai"){bi"), 

ein Term, der auch durch sechsmalige Faltung aus {abya^b^ • i^ix^ix^ 
erhalten wird. Die dritte Invariante des Systemes ersetzen wir durch 
die Discnminante von j, oder (was das nämliche ist) durch die Discri- 
minante von r; wir erhalten 

(r, r)^ = C. 

Ihren Zusammenhang mit (f^, i^y^ werden wir später kennen lernen. 
(Vgl. Nr. 226). Da r vom sechsten Grade ist in den Goefficienten von /) 
so ist C vom zwölften Grade wie (Z"^, i^y^ . 

219, Die vier linearen Covarianten. Wir hatten im System als 
einfachst« lineare Govariante erhalten: 

(/•, »y = («1 , Ü ■ Cy = (aty (aiy a, . (1) 

Wir bezeichnen sie im Folgenden mit a, und man erkennt aus dem 
Factor {aiy, dass a betrachtet werden kann als zweite Ueberschiebung 
von j (aO'ai über i, d. h. man hat: 

Als zweite lineare Govariante trat im Systeme die Form (/^, iy auf. 
Wir ersetzen sie durch 

ß = (*, «) . (2) 

Beide Formen stimmen überein, denn man hat einestheils: 
(i^ a) = (ij, {i' ay {r ay üx) = (ia) {i' ay {^ ay ix 
und anderntheils 

- (/•, i»)'>=(i», fy='(ili7C\ aiy == (ia) (t ay (i" ay i, . 
Die dritte lineare Govariante y wird von der Ueberschiebung 

(t, iy = daby (ca) aj 6J d , & iL iL HY 
geliefert. Wir benutzen von ihr nämlich das Glied 

y = (aby (ac) {ai,y {bi,y bx (ci,y (ci.y . 

Führen wir rechts das Symbol a, = (ci^y (^O* ^» eiH; so geht y 
über in 

y = (aby (aa) {ai^y (bi^y bx . 

Das symbolische Product rechts ist aber nichts anderes als die erste 
Ueberschiebung von 

t «=■ ÜJyjJ:c = (aby (aty (6t')*«. 6. 
über «,; 
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daher können wir die lineare Covariante y darstellen durch 

y = (^j «) • (3) 

Was endlich die vierte lineare Covariante (t, r'Y betrifft, welche im 
Systeme auftritt, so ersetzen wir sie zunächst durch ihr Glied: 

(aiy (ac) (iaf (i^lf (i^cf (i^c)* (i,b) u, = G. 

Vermöge der Identität: {ac)iix = (j^c) o» — (»40) Cx geht dasselbe über in: 

G = (abf (iay (i,by (i,cy {i^cy {i,c) (i,b) «. 

- {aby (iay (:i,by (i.a) (i,b) ■ (i,cy{i,cyc. = g,-g,. 

Der Term G^ besitzt den Factor «,, = (»2c)*(^c)*c^, während sein 
anderer Factor nichts anderes ist als die Invariante 

. B = (t, if = {{aiy {aif {bi,y a. h , iL)' . 
Wir können daher von diesem Terme G^^= B - a, als einem Ptoducte 
bekannter Formen, absehen, und nunmehr G^ als die einzuführende 
lineare Invariante d definiren: 

d = (aby (iay (i, by (i,cy (i,cy (i,c) (i,b) a, . 

Berücksichtigen wir, dass (iiCy (i^c^ (i^c) i4x == ßx> so können wir diese 
Covariante ä (vom Vorzeichen abgesehen) auch darstellen durch 

d^(aby(ia')(i,by(bß)ax 

= i(aby(iay(i,bybxax, ßx) = (ijj^jjix, ßx), 

oder endlich durch 

d = (t,ß)*) (4) 

220. Die schiefe Invariante. Wir greifen aus der üeberschiebung 
{f't, fy^y welche wir als schiefe Invariante erkannt haben, jenes 
Glied heraus, welches durch viermalige Faltung von a| mit i,*, also 
durch Bildung von a, sodann durch weitere achtmalige Faltung von 
&J d di mit ig* , also durch Bildung von y , und endlich durch zwei- 
malige Faltung von « • y mit % entsteht. Dieses Glied 

oder 

B = {iT){ta){ia) (5) 

führen wir als schiefe Invariante an Stelle von {f-t, i'^y^ in das 
System ein. 

Wir können das symbolische Product (5) noch in verschiedener 
Weise durch Üeberschiebung erzeugen; so ist 

(it) (ta) (ia) = - ((r«) r. , (ia) 4) = - (y, ß) = (ßy) (6) 

(xa) (tß) 



*) Clebsch fflhrfc in aeiaen „Binären Formen" als vierte lineare Covariante 
die Form {9, a) ein. 
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oder 

(it) (ra) (^ia) = {(ia) (ir) r, ,«,) = - (d, a) = (« *) (7) 

oder 

(iz) (ra) (ia) « ((ir) i, t, , a|)« = (^, a^f . (8) 

221. Tabelle der wichtigsten Formen, Ehe wir nun zu Anwen- 
dungen übergehein^ wollen wir noch einmal jene Formen zusammen- 
stellen, die wir in den folgenden Untersuchungen vorzugsweise benutzen 
werden. Es sind dies 

1) die übernommenen Formen 

i = {ab}^ ttx bx * 

2) die Govarianten: 

^ = {iJiYixhx (/; (j, i)f 

^ = (it) ix tx 

a = {aifiai^fax = — {ji)'^jx 

ß = {ia)ix 

y = {%a)rx 

d^(rß)tx, 

3) die Invarianten: 

A = {i, if, B = {i,xy, C = {x,x)\ 
B = (ßy) = (aS) = {»af = (it) (tu) (ia) = - (ta) (rß) . 
Hiezu treten noch 

4) drei Hilfsinvarianten 

M = {iaY = (/3a) 

^•=(ra)*=(ya) 

P = (r^)* = (Sß) , 

welche bezw. vom 12., 16. und 20. Grade in den Coefficienten sind, 
während A, B, C bezw. die Grade 4, 8, 12 besitzen. Wir werden 
die Darstellung der Formen M, JV, P durch die drei Fundamental- 
invarianten in den folgenden Paragraphen kennen lernen. 

§ 23. Delationen Bwisohen den In- und Govarianten der Form 

fünften Grades. 

222. Die Quadrate der lineareti Govarianten ß, y, ö. Die im 
vorigen Paragraphen eingeführten linearen Govarianten ß, y^ d haben 
wir in Functionaldeterminantenform dargestellt; ihre Quadrate müssen 
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sicli also durch einfachere Formen ausdrücken lassen. In der That^ 
erhebt man zunächst die Identität 

in das Quadrat^ so erhält man: 

oder: 

Aa? = 2M'i-2ß\ (1) 

Ebenso findet man unter Benutzung der Identitäten 

(rrja = {az^Xx — (ar)ria. 

(rrj) ß = (/Sri) r:, — (ßr)tAx 
die Relationen: 

C'a^ = 2N't^2y^ (2) 

C./J« = 2Pt — 2(J^ (3) 

223. Die s/mu^ftznen Invarianten der vier linearen Cavarianten. 
Die vier linearen Formen «, /3, y, d liefern ferner sechs simultane In- 
Varianten * 

iß«), (y«), (*^); C*a), («y), irß)- 

Die drei ersten derselben haben wir bereits als Hilfsinvarianten 31 
N, P eingeführt; die Formen (da) und (yß) stimmen mit — R überein; 
es bleibt also nur noch die Form (ßy) zu berechnen. Nun ist: 

(d, y) = (T/3)(ry) = ((ry)r.,/J) 

= ((ri«)(rOr,, ß) . (1) 

Gemäss dem Identitätssatze ist aber 

(ria)rar — (ra)ri:, = — (rri)«;^ • 

Vertauscht man also in (1) t mit t^ und nimmt die halbe Summe, 
so kommt: 

(*y) = (- 2- (rt,r «, , /3.) = I Jlf . C. (2) 

Damit ist auch die sechste dieser simultanen Invarianten auf bekannte 
Formen reducirt. Es tritt an uns nunmehr die Aufgabe heran, die 
hiebei benutzten Hilfsinvarianten M, N, P als ganze Functionen der 
drei Fundamentalinvarianten darzustellen. Was die letzte dieser drei 
Formen betrifft, so können wir sie unmittelbar auf die beiden andern 
reduciren. Denn überschiebt man die Relation (1) Nr. 222 zweimal 
über r, so findet man unmittelbar": 

P=y [2BM—ÄN]' (3) 

Demnach bleibt uns nur mehr die Aufgabe, M und N als Functionen 
von A, B und C darzustellen. 
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224. Berechnung der Form N. Das Princip, das uns bei Auf- 
stellung von Relationen leitet^ lässt sich dahin formuliren: Ein und 
dieselbe Form in zweifacher Weise durch Ueberschiebung darzustellen. 
Nun war N definirt durch 

N^(ray=^(jj,y(j,a)(ja). (1) 

Es handelt sich also nur darum; das symbolische Product (jjiY Oi«) 0«) 
durch Ueberschiebung anderer Formen zu gewinnen. Der symbolische 
Factor (Ja) veranlasst uns, die erste Ueberschiebung von j über 
a sa — ij^^jx zu berechnen. 
Mau erhält: 

= — j- (Jji) O'i {iix 0*0 - *x (jji) } 
= —jxjix(jji)(Jii)iji) + jx«x(iii)'O*,0- 

Der erste Term rechts ist null; denn er ändert durch Vertauschung 
von j mit j^ nur sein Zeichen. Der zweite Term ist aber nichts anderes, 
als — •9'; denn man hat: 

— ^ = (r, /) = {(jjifjxjix, H) = jx^xOjl)'0*lO• 
Daher hat mau zunächst die Relation 

(j, «) ». (2) 

Ueberschiebt man aber diese Gleichung zweimal über sich selbst, so 
kommt: 

0'«) 0» C/J.)'' = (^, *)' • (3) 

Es ist aber nach der Theorie der quadratischen Formen 

2(^, »y = Äii A,t — Ah = AC—B^ (4) 

und demnach durch Gomparation von (1), (3) und (4) 

225. Hilfssatz zur Berechnung von M. Es erübrigt noch, die 
Form M zu berechnen; zu dem Zwecke beweisen wir zuerst die Hilfs- 
relation 

indem wir von einem der symbolischen Producte rechts, etwa von Aj, 
ausgehen und dasselbe geeignet umformen. Es ist 

-^Aj^~l{abyiai){bi)-Jl. 

Gemäss dem Identitätssatze ist 
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alsO; da der erste und letzte Term rechts wegen des Redueenten {ajf 
verschwinden : 

- \ Aj = { 2(a6) (ajy (bj) 6>, - 2 {ab) (aj) (bjjb^ o| } (ai) {bi) 

= 2 {ab) (aj) (bj) (at) (bi) b, o, { (aj) b, - (bj) a, } 
= 2 (aby (aj) (bj)j, ■ (ai) (bi) b, a, . 

Unter Benutzung des Productsatzes 

(ai)(bi)a^b^ = \[(atyiß^ + (bifal - («6)^|) 

geht das letzte symbolische Product über in 

- l Aj = (abf(aj)(bj)(ai)nij^ 

+ (abf (aj) (bj) (biyalj^ - (ab)* (aj) (bj)j^ ■ i. 



Die beiden ersten Terme rechts repräsentiren die nämliche Form; der 
zweite Term zerfallt in (i, JY * i '= — a • i . Demnach wird 



- - Aj = 2 («0* (abf (aj) (bj) 6!i + i • « . 



Der symbolische Factor (aiy des ersten Termes rechts veranlasst uns, 
da ja {aiyüx = — ji das Symbol ji = — {aifa^ > ja = — {aifa^ ein- 
zuführen. Dadurch wird 

- \ Aj^-2 (j'bf (j'j) (bj) blj^ + i a 

= - {(/«')j. - ()h)j:]{j'b)(j'j)(bj)bl + ia 
--(J'i)Hj'b)(bS)hl-\-ia 

= {f;(JjyjJ'rf + i'^, 

oder, weil ja r = (jjyjxj'x- 

(f,rf = -{\Aj + ia]- ' (1) 

226. Berechnung der Form M, Schiebt man nun diese Relation 

— 'd{ary al = 2Aj + 'iia 
dreimal über die Form 

so entsteht links: 

- 3 (atf (ji) (ajy (a i) = + 3(ar) (aj)* (a>) { (at) (rj) + (ja) (r/) ) , 

d. i., weil wegen (aj^al =0 der zweite Term rechts verschwindet: 

= 3 (at) (rj) (aj)' (ai)* 3 (aif (ajy (az) (jt) 

'=-3((aiy(aj)'a,jx,Tiy. 
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Nun ist aber — (az^aj «=> j* daher lässt sieh diese Ueberschiebung 
auch schreiben 

= + 3 (Oi,) V» ii « , t)* = 3 (r, r)« = 3 (7 . (1) 

Auf der rechten Seite erhalten wir durch die dreimalige Ueberschie- 
bung: 1) das Glied 

(2Aj, 0", 0)' = 2^ • OVOOVi)^(iO = 2^ • (r, if = 2^ . J5, (2) 
2) das Glied 

(3ij . a , (j i)ß i^y = (ji) (ijy (ai) + 2 (JO («i) ihj) (h • 

Der zweite Term rechts ist null; denn er ändert durch Yertauschung 
von i mit i^ nur sein Zeichen. Der erste Term kann aber dargestellt 
werden durch 

Uhf o'o («0 = iühyjx f (« **) 

= — (ai)2= - Jf. (3) 

Die gesuchte Relation wird demnach 

SC=2ÄB -M. 

Fassen wir die bisher gewonnenen Resultate zusammen, so erhalten 
wir: 

(ray^N=l{AC--B') (4) 

{iay =M = 2 AB - 3(7 (5) 

(r /3)« = P = ^ (9^B« - A\C - 12 JBC) . (6) 

Die Gleichung (5) lehrt auch, dass wir berechtigt waren, (r, r)^ = (7 an 
Stelle von (/'^, i^y^ einzuführen. Denn (m)* ist das Glied 

G = i(ai,y {ai,y a, - (bi^y (pi,y h , iLV 

dieser Ueberschiebung (/^, i^)^®. 

227. D/c Ueherschiebungen der quadratischen Forfnen i, r, •9'. Eine 
weitere Reihe von Relationen, deren wir später bedürfen, liefern die 
gegenseitigen Ueherschiebungen der quadratischen Formen des Systemes, 
sowie die Ueherschiebungen dieser Formen über die vier linearen 
Formen. Sie sind leicht zu ermitteln; da die simultanen Systeme dieser 
Formen niedrigem Grades nach den früheren Entwicklungen bekannt 
sind. Es ist überhaupt, wie wir schon bisher sehen konnten, nützlich, 
das Studium der Systeme höherer Formen dadurch zu vereinfachen, 
dass man insbesondere die Ueherschiebungen der linearen und quadra- 
tischen Formen des Systemes in den Vordergrund stellt. 

Die drei quadratischen Formen des Systemes waren i, r, d; 
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Da d" FunctioiialdetermiDaute der beiden ersten Formen ist; so haben 
wir nach der Theorie der quadratischen Formen unmittelbar folgende 
Relationen (vgl. Nr. 127): 

(i,^) = | j:B.i-^.rj (1) 

(r,^) = j{c.i-J5.r} (2) 

(/, ^)« = ^,^ = I 

(r,^)2 = A^ = I ^^*^ 

~ 2^2 =Ax^-2Bix + Ci^, (3) 

Aus der letzten dieser Relationen geht ohne weiteres die Beziehung 
hervor, welche zwischen dem Quadrat der schiefen Invariante It und 
den übrigen fundamentalen Invarianten besteht. Denn es war 

Ersetzt man also in dieser Relation x durch a, so kommt: 

-2B' = AIP — 2BMN+CM\ (4) 

228. Die Ueberschiebungen von & Über a, /J, y, d. Von den 
Ueberschiebungen der quadratischen Formen i^ r, %• will ich, soweit 
wir sie nicht ohnehin schon berechnet haben , noch jene Formen er- 
mittelU; welche sich bei einmaliger Ueberschiebung der Form %• über 
^7 ßf Y} ^ ergeben. Alle weiteren Ueberschiebungen mögen der selbst- 
ständigen Uebuug zugewiesen sein. 

Um nun aber (O-, a), {d^, /J), (^, y), (0*, d) zu berechnen, be- 
nutzen wir einfach die schon bei Gelegenheit der quadratischen Formen 
gegebene Reihenentwicklung [vgl. Nr. 125 (2)]: 

^x^fj = (ir) h ty — Y {xy) = {ir) iy x^ — ^ {yx) . 

Wir ersetzen in diesen Gleichungen x resp. y der Reihe nach durch 
^} ßi 7} ^ ^^^ erhalten nach einfacher Umformung: 

(d; a) = (iT)(ia)rx — -a = — (r/J)T^ — ^ «= — d — - a (1) 

(^,^) = (ir)(i^)r,-f^ = (ir)G;0(^»r,-f/3 

-t(-^)-^-^ß= + iy-2-ß (2) 

(^, S) = (ir)(rd)4 +f cJ=Gr)(rr,)(r,/3)/. + f <J = + 4^« + f *. (4) 
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In ähnlicher Weise erhält man unter Benutzung dieser vier Relationen 
die üeberschiebungen von d' über Producte der linearen Covarianten. 
Damit will ich diese Untersuchungen vorläufig abschliessen. Wir 
werden im folgenden Paragraphen noch eine Reihe anderer Üeber- 
schiebungen berechnen, so weit wir derselben zur Lösung der dort 
gestellten Aufgabe bedürfen. Insbesondere werden wir an geeigneter 
Stelle die Üeberschiebungen von f über die linearen Covarianten a, ßj 
yy d durch Formen des Sjstemes und durch Üeberschiebungen der- 
selben darstellen. 



§ 24. Typische DarsteUnng der Form fünften Grades. 

229. Begriff der typischen Darstellung. Unter typischer Dar- 
stellung einer Form f^=a^ versteht man im Allgemeinen eine der- 
artige Darstellung derselben^ dass die Coefficienten Invarianten und 
die beiden Yariabeln irgend zwei Covarianten des Systemes sind. Der 
neue Ausdruck für f ist alsdann der unveränderliche TypUs für alle 
Formen^ die aus f durch lineare Transformation hervorgehen; und um- 
gekehrt: Haben zwei Formen f die nämliche typische Form, so können 
sie stets durch lineare Transformation in einander übergeführt werden. 

Für Formen ungeraden Grades kann die typische Darstellung unter 
anderm auf folgendem Wege erreicht werden. Dieselben besitzen im 
allgemeinen Falle und wenn n>3 stets mindestens zwei lineare 
Covarianten a« und ß^ mit nicht verschwindender Determinante (ccß), 
wie Clebsch (vgl. „Binäre Formen" § 90, Seite 357) gezeigt hat, und 
diese werden als neue Variable für die typische Darstellung benutzt. 
Erhebt man nämlich die Identität : 

Ujc (aß) = a^. (aß) — ß^ (aa) 
auf die n^ Potenz, so kommt : 

al . (aßY = al (aß)- ~ Qa--' ß^ (aß)-' (aa) + . . . + /J« (a a)« 

oder: 

{aß)" . /•= (/•, ^)» . al - (*) (/•, ß'-^ «)» . al-^ ß^ 

Hierin sind aber die Yariabeln Covarianten, die Coefficienten Inva- 
rianten, und man hat nur noch die Aufgabe zu losen, diese Inva- 
rianten: 

durch die fundamentalen Invarianten des Systemes zu ersetzen. Man 
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hätte auch; wie dies Hermite gethan hat, statt der linearen Formen 
a und ß die linearen Factoren einer quadratischen Covariante des 
Systemes benutzen können. Dadurch ist man freilich genöthigt, Irra- 
tionalitäten einzuführen; aber die typischen Goefficienten sind alsdann 
vom niedrigeren Grade in den Goefficienten der ursprunglichen Form, 
um nun die Form f=al typisch darzustellen, benutzen wir zu- 
nächst die beiden linearen Govarianten 

«. = (/•, »■*)*, ^x =-(/•, »T. 

Wir erhalten alsdann, weil (a/3) = — M=W—2AB: 

und unsere Aufgabe besteht nun darin, die sechs Invarianten 

(f, ß'f, if, ^«)', {f, ß'a'f, {f, ß'a'f, (/•, ß<^f, {f, «f 

durch die Invarianten Ay B, G, TL des Systemes darzustellen. 

230. ^Berechnung der UeberscJiiebtmgeft (f, aC')e. Zu dem Zwecke 
haben wir zunächst die fünf Ueberschiebungen von f über a durch 
andere ueberschiebungen darzustellen, eine Aufgabe, die wir hier, 
wenn auch nicht in voller Ausführlichkeit, erledigen wollen. Man 
findet zunächst: 

(f, «) = 2 ((/•, jy, i) (I) 

if,ccy=^^~at-Aia + Xj, (II) 

2 

wobei A den Werth B -Ä^ besitzt. Um zur ersten Gleichung zu 

gelangen, hat man in {aa)ai die Form cc^ durch ihren Werth — (j^TJ^ 
zu ersetzen und das so entstehende symbolische Product durch den 
Identitätssatz umzuformen. Indem mau dann anderntheils die Polare 
(/*, j)y berechnet und darin y durch i ersetzt, kommt man durch aber- 
malige Anwendung derselben Identität direct zu Gleichung (I). 

Gomplicirter gestaltet sich die Herstellung der zweiten Relation. 
Man benutzt die eben gewonnene Relation (I) und überschiebt sie 
nochmals über die Form a, indem man der Einfachheit halber für 
{ff Sf zunächst die Bezeichnung px einführt. Dies liefert 

4(/-, a^f = (Spl i. (p i) (pa) 4 + 2pi (pi) (ia) , 

oder, indem man im zweiten Terme rechts i?« («'«) durch 4 (p«) — «x (pi) 

ersetzt : 

4(f^ a^y = 8 (pt){pa)pl i, - 2 (piya.p'r . (1) 

Man hat nun zu berücksichtigen, dass die beiden Glieder der schon 
mehrmals benutzten Polare (f, j)l einander gleich sind, d«. ihre Differenz 
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wegen des sich einstellenden Factors (ajy verschwindet^ dass also 

Pl Pv = iP'if <^l3y (2) 

piPy-=-{aj)alj^ay. (3) 

Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen lässt sich nun leicht in (1) das 
Symbol p wiederum eliminiren^ da auch die beiden Glieder von pl p\ 
in (3) identisch gleich sind, und man findet so: 

4 (/•, a'f = 8 {ajy (ai) (Ja) alt, -2 (ajy (ai)' aj, a, • (4) 

Hierin ist der zweite Term incl. Vorzeichen nichts anderes als + 2 r • a . 
Der erste Term aber geht durch die Substitution ix{o>3)=jx{o,i) — (ix{ji) 
über in 

8 {ajy {ai) {ja) aj 4 = 8 {aj) {aif {ja)jx «J — 8 (aj) {ai) {ja) {ji) al , (5) 

wobei [vgl. auch Nr. 221, und Nr. 224 (2)] 

{aj) {aty {ja)j. al = (- {ai)' al , - O'a) jj) = (j, ^) = ^ 

-{a3){^i){ja){3i)di = {a^, - üa)O0 i^jx)^ - (A (^, i))^ 

Demnach wird 

4(/-, a*)^ = 6ar + 8(/-, (^, 0)'. 

Führen wir hierin nun den in Nr. 227 (1) berechneten Werth von 
{^y i) ein und eliminiren die sich hiebei einstellende Form {f, %)' mittelst 
Gleichung (1) Nr. 225, so ergiebt sich in der That die oben ge- 
gebene Relation (H). Aus den beiden Relationen (I) und (H) gehen 
nun die übrigen Ueberschiebungen direct hervor. Man überschiebt (H) 
abermals über a und findet: 

(/•, «3)3 = a.y_l^.a.^-A.'^ (HI) 

und hieraus durch weitere Ueberschiebungen 

(/•, a7 = ^« + A-d (IV) 

(/•, «T = -A-ü, (V) 

wobei ^ den Werth - N — - AM -{- X-^ besitzt. 

231. Berechnung der typischen Coeffieienten. Die soeben berech- 
neten Ueberschiebungen gestatten uns nun in Verbindung mit den in 
Nr. 222 gegebenen Relationen für die Quadrate der Functionaldeter- 
minanten /3^, y*, d* in einfacher Weise nicht nur die typischen Coeffi- 
cienten, sondern überhaupt alle Ueberschiebungen von f über ein Pro- 
duct a^ ß^ yf* d'' ^ x + A + ft + ^ == 5, durch die Invarianten des 
Systemes darzustellen. Insbesondere ist: 
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(/•, a*ßf = ((/•, a*y, ß) ^-ft.M+XP 

(f, a'ß'f = ((/•, «»)% ^r = (/•, a« . »r j»f - (/•, <^f 4 

= + E (jtf + 1^), [weil: (/;»)* j, - (j,ay=(»yy^R] 



(/•,«w = ((/•, «y, /»(^*-^)) 



= (/•,«'' /J »r J»f - (/•, «*/»)' 4 , [weil: (-i, a* ^)» = (», aß)'] 



==>m(^N- ^M'j-^iXP-fLM), [vgl. Nr. 228 (1)] 

(/•, aß'f = - AMR —^XR 

if, ß'f =if, ßiyM'-{f, ßaHyA.M+(f, ^«*)*f , [- a tr^a] 

232. Typische Darstellung der Covarianie j. Ehe wir die typischen 
Darstellungen der Form / weiter verfolgen, wollen wir auch für die 
Covariante j eine solche geben, indem wir hiezu die linearen Co Va- 
rianten a und d benutzen. Nach dem binomischen Lehrsatze erhält 
man: 

Hierin ist: 

1) O"«)' = (O; «) , «*)* = (- », «*)* -R ('gl. Nr. 224 (2), 220 (8)), 

2) a«*«J)'= (0', «), «*)* = (- ^. «<J)* = (- (*, «), <5) 

= (d + 1 a, d) == + f . E (vgl. Nr. 228 (1)), 

3) 0>«J*)'= (- », **)* = (- *, Pr - C Q* (vgl. Nr. 222 (3)), 

oder, weil nach Nr. 227 (2a) die Form (^, r)* = 0, so kommt: 
(j, ady = -J ((», ß), ß) = -J (4 y - ^- ^, |S) = - ^/ B, 

4) ü, sy = (j, <j(Pr- J^*))' = p-o-, sry-~(j, Sß^f, 

oder, weil (j, r)^ gemäss der Theorie cubischer Formen verschwindet: 
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Die typische Darstellung von j wird also, da (ad) = + -K? nach 
Division mit 22 

H^.j^S' + ^^.S'a + ^ACSa'+^iM+^.aK (I) 

Nehmen wir an, die cubische Fornj j besitze, gleich null gesetzt, 
drei verschiedene Wurzeln m^ m^ mg, was ja im Allgemeinen auch der 
Fall sein wird, da sonst die Invariante C=(r, r)^ des Systems ver- 
schwinden würde, so können wir schreiben: 

B^ 'j = (d - m^a) {S — m^a) {d - W3«). (II) 

233. Barstellung der Form f durch drei fünfte Potenzen. Eine 
der wichtigsten typischen Darstellungen der Form f ist die typische 
Darstellung durch fünfte Potenzen. Der Umstand, dass 

(/", 37 = 0, (1) 

zeigt, dass es immer möglich ist, f in die Gestalt 

ZU bringen, wo p^y ä*, ^o; die drei linearen als von einander ver- 
schieden angenommenen Factoren der cubischen Form j sind. Denn 
nach den Ueberschiebungsgesetzen (vergl. Nr. 38) ist stets: 

und diese Gleichung ist ja gerade die Definitionsgleichung der Go- 
variante j = jpa: ga: ^* (vgl. Nr. 215). 

Legen wir j in der typischen Darstellung (II) zu Grunde, dann ist 

p == d — m^ a 

q = d — n^cc 

und demnach die typische Form von f 

/"= Äi (* - m,ay + fc,(* ~ m^af + k^{d - m^ay. (2) 

Die Berechnung der Gonstanten k^ \ fcg kann in folgender Weise 
vorgenommen werden. 

Wir überschieben Gleichung (2) fünfmal über a^, resp. a*^, a^Ä^ 
und erhalten: 

(A «'^0' = - (*i +K + h) H' \ 

(/; a'äf = - 5(*,tw, + k,m, + k,m,) 2J'> • (3) 

(/-, a« äj = - 10 {k, m,^ + k, < + ^3 ^3^) R' ) 

Die Werthe der linken Seite dieser drei Gleichungen ergeben sich 
unmittelbar aus den Gleichungen (III), (IV), (V) Nr. 230, und da die 
Determinante dieses Systemes (3) von linearen Gleichungen nicht 

Gordan, Inyarianton. XI. 17 
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verschwindet (wegen (r^ r)* ^ 0) , so lassen sich aus ihm die drei 
Constanten /Cj, Ic^, J^ eindeutig berechnen. 

234. Typische Darstellung von f, wenn C = 0. Sind nun aber die 
drei Wurzeln der Govariante j = nicht von einander verschieden, 
sind vielmehr zwei derselben einander gleich, dann ist die Darstellung 
durch fünfte Potenzen allein nicht mehr möglich. Immer noch aber 
liefert die typische Darstellung von f unter Zugrundelegung der Linear- 
factoren von j ein sehr einfaches Resultat, wovon man sich sofort 
überzeugen kann. In diesem Falle ist nämlich: 

j=plg, (1) 

und demnach 

(/•,y)' = («i>)*(«3)«^-0. (2) 

Erhebt man also die Identität 

ö* (m) = Px {aq) — q^ (ap) 

auf die fünfte Potenz, so verschwinden in der binomischen Entwicklung 
rechts alle Glieder, in denen die Klammerfactoren (opYiaq) auftreten. 
Demnach reducirt sich dieselbe auf 

{pqf . f = {aqfifi - b{ap) (aq)* q^ p^ - (apf^^ , (3) 

oder also auf 

(pqy ' f= c,p^^ + ^^c^p'^q, + ^3 ^, (4) 

wo Cj Cg Cg gewisse Constante sind, die wir nun berechnen wollen. 

235. Berechnung der Coefficienten der Gleichung (4). Zu dem 
Zwecke gehen ' wir wiederum von der typischen Darstellung der Go- 
variante j aus. [Vergl. Nr. 232, (I).] Da aber j nach Voraussetzung 
einen linearen Doppelfactor besitzt, und demnach ihre Discriminante 
C = (t, r)* = ist, so reducirt sich dieselbe auf 

Setzen wir also 

9 = Ä-f|B«, (5) 

SO hat man: 

B^-j = d'-Q, (5a) 

und 

(tfp) = I i? (d«)-= - 2- B ■ It. (5b) 

Die Gleichung (4) geht also über in 

(Sg)^ . f = iflQfS^^ - 5 (ad) («(.)* 6*^ q^ - {aSf q^ , 
oder 
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Die Berechnung der Coefficienten d bewerkstelligt man nun genau 
in derselben Weise wie im allgemeineren Falle Nr. 233. Wir bilden 
die fünften Ueberschiebungen dieser Gleichung (6) über a^, a^d, a^d^y 
und erhalten dadurch drei Gleichungen zur Bestimmung der Grössen c,-. 

Es ergiebt sich nämlich dadurch, wenn wir einen Augenblick den 
Factor {ögf mit m-R^ bezeichnen [siehe Gleichung (5 b)]: 

B^'fn'iaay^ad) = 5c2(*a)*(pd) + Cg (()«)*((>*) .(6 a) 
R^m- {aaf {adf = c^ ((>a)'(p*)' 
Nun ist gemäss den Relationen (IV) und (V) in Nr. 230 

(aaf = - AJB* (7) 

(aa)*(ad)== ftjR. 
Um aber (/, a^ä^y zu berechnen, benutzen wir am einfachsten 

die Relation d« = Pt — -J /8« (vergl. Nr. 222), oder weil (7=0, die 

Relation: 

d^ = Pr. 
Dann wird: 



p((_,«_2^i),«3j 



[vergl. Nr. 225, (1)] 



8 



= -! PA (- i, ay = -! PA (- 0", «), «*)* [Nr. 224, (2)] 



3 



= \ AP{», af = I APR, 



9 



oder, weil für 0=0 die Invariante P = ^ AB' wird [vgl. Nr. 226, (G)] : 

{aay (a df = - ^* -B" ■« • (9) 

Andemtheils ist: 

(Sa) = -R, (9«)=--J?, (p(J) = + |5.i?. 

Demnach ergeben sich durch Eintragen dieser Werthe aus den 
Gleichungen (6a) die folgenden Gleichungen: 

w • A • JB = Ci + 5 ^2 "1-^3 



t» . ^. 7? = -j- ^^ . ^2 + - jB . Ca 



Hieraus findet sich zunächst 



+ -:^'-^3 



(10) 



2 



Cg = - - ^* • m • JB . 



17 
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Indem man alsdann ^ und l durch ihre Werthe (Nr. 230) in A 
und B ersetzt; findet man ferner 

Die typische Darstellung der Form f wird demnach für C7 = 

ßR^.f= 7?d' + 5Bd^Q — 4:A^Q^\ (11) 

Setzen wir /*=0, so haben wir in dieser Darstellung die „Bring' sehe" 
Normalform der Gleichung fünften Grades. Durch die Substitutionen 

geht sie in die von Hermite benutzte Gestalt über 

f — t rV- = 0. 



6 



Vy^ 



Sobald also = 0, lässt sich immer eine lineare Transformation 
angeben, wodurch die allgemeine Gleichung fünften Grades in diese 



1 ^, , . ^ I 



Normalform mit dem einzigen Parameter X = — :-— übergeht. Da- 

gegen kann die allgemeine Gleichung fünften Grades nur durch eine 
Transformation vierten Grades in diese Normalform gebracht werden. 

236. Bedeutung der Relation (7 =* 0. Es ist interessant, die Be- 
deutung der Relation (7=0 für das Formensystem noch weiter zu 
untersuchen. Man findet alsdann insbesondere zweierlei: 1) Die Co- 
varianten j und i besitzen, sobald (7 = 0, einen gemeinsamen linearen 
Factor, oder mit andern Worten ; die Invariante C ist bis auf einen 
Zahlenfactor gleich der Resultante von j und i^ 2) dieser gemeinsame 
Factor von i und j ist nichts anderes als die oben eingeführte lineare 
Co Variante q. 

Indem wir die diesbezüglichen Untersuchungen hier anfügen, ver- 
folgen wir einen doppelten Zweck: einmal an einem Beispiel zu zeigen, 
wie durch symbolische Rechnung die Resultante zweier Covarianten 
abgeleitet wird, dann aber auch, um durch die sich ergebenden Re- 
sultate ein neues Licht auf das Wesen der Bring'schen Normalform 
zu werfen. 

Wir beginnen damit, die Resultante von j und i zu berechnen. 

Angenommen, die beiden linearen Factoren der quadratischen 
Form i seien 

1 = TxSx\ 

sie besitze also die Wurzeln 5i = -f" = *"> S3= -7-^ = s; dann ist, 



I 
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von einem Zablenfactor abgesehen^ die Resultante von j{pc) und i{x) 
bekanntlich dargestellt durch (vergl. auch Bd. I Nr. 168) 

= {jrmsf { {jj) (TS) + (ys) O'r) ) 

= 0>) O's) Uf) (rs) { Uf) (rs) + (js) O'r) } + 0>)'' (fr) (j'syijs) 
= ÜJ'yÜr)Ü's) (rsy + 0>)Os)0>)0'«)0'/)M 

+ ÜrnJs){j'syU'r). 
Der erste Term rechts zerfällt in die Factoren 

(r5)2 = — 2(i, ty= - 2^ 
und 

(JJ7(Jr)Ü's) = (r, rs)^ = (r, ty = B. 

Der zweite Term verschwindet identisch, da er durch Vertauschung 
von j mit f nur sein Zeichen ändert; der dritte Term endlich zer- 
fällt wiederum in die beiden Factoren 

(Jrf^js) = (j, rs'ry = (j, i^rf^ ((j, i), r) 

== — («, O = - («r), 
und 

(J'sYijr) = — («s). 

Durch Substitution dieser Werthe der einzelnen Glieder erhalten wir 

Bj^i 2AB + (ar){as) 

= — 2AB-^'{a\ ty 
= — 2 AB + M, 
oder endlich, weil M= 2AB — 3(7: 

Ej,t 3(7. (1) 

Die Resultante von j und i stimmt also in der That mit der 
Invariante ü bis auf einen numerischen Factor überein. 

237. Berechnung des gemeinsamen Factors. Nehmen wir nun an, 
die Invariante C verschwinde, und der gemeinsame lineare Factor von 
j und i sei r^, dann können wir uns die Aufgabe stellen, diesen ge- 
meinsamen Factor, der sich bekanntlich auf rationalem Wege be- 
rechnen lässt, durch die linearen Covarianten des Systemes auszudrücken. 

Um diese Aufgabe zu lösen, gehen wir von der Form aus 

welche sich für den Fall, dass r oder s der gemeinschaftliche Factor 
ist, wegen (jr)^ = 0, resp. (Jsf = auf den Cubus dieses gemein- 
schaftliches Factors reducirt. Nun ist aber 
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= [i'irsy + 3(;>)0's)i:rrxSx} {rs). 
Der Factor {rs) ist eine von null verschiedene Constante; der 
erste Term in der Klammer hat den Werth = — 2-4. -j, der zweite 
Term den Werth 3(j, i)* • i = — 3« • i. Also wird 

F = Const. { - 2Aj — 3ai) , 

oder, wenn wir den Factor 3 herausziehen und mit der Gonstanten 
vereinigen : 

F — Const { — -^ -4 j — a i| , 

d. i. wegen Nr. 225, (1) 

= Const (/; r)^ 

Wir haben also den Satz: 

„Besitzen j und i einen gemeinsamen Factor, ist also C =0, 
so ist die zweite JJeberschiebung von f und r proportional 
dem Cubus dieses gemeinsamen Factors/' 

Schiebt man diesen Cubus (/*, t)^ zweimal über irgend eine be- 
liebige Form zweiten Grades, so erhält man den gemeinschaftlichen 
Factor linear. Wir wählen hiezu die Form t und erhalten 

((^ ^)S ^y = Const (— ^ Äj — ai, r)', 
nach der Theorie der cubischen Formen aber ist (J, r)* = 0; demnach 
wird , unter Vernachlässigung der Grösse : — y • Const , 

i(f. r)\ ^y = + 3(ai, xy = {{iry a + 2(i.T) («r) e,) 
= B *a -{- 2(ir) { (ir)ax — (ia)r, } 
= JB-a + 2{itya — 2{it){ia)Tx 
= 3i?.a + 2(r, {ia)Q 
= 32?« + 2(i:, ß)=^+3B'a + 26, 
also wegen Nr. 235, (5) 

((/•,^)%^)*=-yP- 

Es ergiebt sich daher: 

„Ist (7=0, so ist die lineare Co Variante q der gemeinschaft- 
liche Factor von j und i, und die Gleichung fünften Grades 
geht durch die Substitution x^ = q^ x^=^ ö in die Bring'sche 
Normalform über." 
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238. Ttfpisdu} Darstellung der Form ßnften Grades für B = 0. 
Unter den verschiedenen Normalformen der Gleichung fünften Grades 
beansprucht neben der Bring'schen Normalform auch noch eine 
von Brioschi herrührende ein hervorragendes Interesse. Auf diese 
Brioschi'sche Normalform wird man direct geführt^ sobald man die 
typische Darstellung einer solchen Fdrm /* unternimmt, deren Invariante 
B identisch verschwindet. Man bat nur statt der früher benutzten 
linearen Govarianten a und ß, resp. d und q in diesem Falle die 
Formen a und T'.fÜr die betreffende typische Darstellung zu Grunde 
zu legen. Wir wollen im Folgenden diese Normalform von f=ax 
für den Fall B = entwickeln, müssen aber zu dem Zwecke zunächst 
die Ueberschiebung (/*, y) durch audere Formen des Systemes dar- 
stellen, um alsdann in einfacher Weise die typischen Coefficienten 

(/•, a^y, (f, a*yy, (f, a'f)\ {f, a*ff, (f, «/)^ (f, ff 
berechnen zu konneu. 

239. Hilfssatz für die typische Darstellufig von f für B = 0, Wir 
behaupten: Die lineare Ueberschiebung (/*, y) lässt sieh in der Form 
darstellen 

(Ay) = |t'' + 2/-(/-,;r. (1) 

Man erkennt schon aus dieser Relation deren Tragweite. Denn 
für B = reducirt sich die rechte Seite auf das Quadrat der Form r, 
und alle typischen Coefficienten — von dem bereits bekannten (f^a^y 
abgesehen — ergeben sich dann durch Ueberschiebung dieser Form t 
über Potenzen von linearen Formen*). 

Um diese Relation (1) zu beweisen, schreiben wir sie zunächst 
in der Form 



und formen nun jede »Seite dieser Gleichung durch symbolische Rechnung 
geeignet um. 

Wir erhalten dann für die linke Seite, da nach der Theorie der 

cubischen Formen (j, (j, t)) = — ^ = (f'^)(j'^)JlJx' 



*) Man kann (/", y) als Polare f für y ^^ y betrachten. Im Falle -^ = 
besitzt also die betreifende Form y eine erste Polare, die ein volles Quadrat ist. 
Umgekehrt: Weiss man von einer Form fünften Grades, dass sie eine erste Polare 
besitzt, die ein volles Quadrat ist, so ist für diese Form jB = 0, und diese Polare 
ist mit (/", y) identisch. 
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(2) 



und, wenn wir im ersten Gliede y durch {xa)Xx oder wegen «;c= — ijifjx 
dufch — ijifi:p3)'^x ersetzen und im zweiten Gliede an Stelle von j^ 
das gleich werthige Symbol — («O^^* ß^^^föliren: 

oder 

Für die rechte Seite dagegen erhalten wir successivfe 
B • (A 3? + ^^ = (i^)^ • (ai)*a^4 + ^^ ' OiO'^ J, 

Ersetzen wir im zweiten Term rechts {ai)jg. durch iaj)ix'^(ji)ax, 
dann reducirt sich derselbe wegen (öJ)^ö^ = auf t^ '(ai){ajy(ji)a^ . 
Wenn wir also darin (aj)tx durch {tj)ax — (ta)jx ersetzen, so geht 
die letzte Gleichung über in: 
B-(f,jy+t*^alJ^ . { iaT)iij)+iJ^)(ai)r~(ai)(ji)al{(rj)a^- {ra)jj\ 

Nun ist (jj r)* = 0, also verschwindet im ersten Binom rechts 
das dritte, im zweiten Binom das erste Glied, während sich die beiden 
mittleren Glieder gegenseitig aufheben. Es bleibt demnach: 

-ß • if, jy + ^* = alj^ ■ {aryiijy - (ai)(ji)al • (zayjl , 
oder 



Jx^ 



(Ji) 



2 



(3) 



Subtrahiren wir nun Gleichung (2) von Gleichung (3), so er- 
halten wir: 



S-(f,jr-\-lr'-{f,r)='al{ary 



x^x 
Jx> 



«U«^)0"t) 



ijiy 

al, {aiy 

Jl, 0'»T 



a 



2 



oder wegen = (j, r)^==0*^)V^ 



{ary, 


«^ (aiy 


(«'^)0'0; 


O'xjx, (ai)(Ji) 


0, 


Jl, (jiy 


(ary, 


al , («0" 


(aTr)0"r), 


axjx, (ai)(ji) ■ 


ij^y, 


Jl, (Ji)' 



(4) 
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Die Determinante rechts verschwindet aber identisch; denn sie 
ist durch Multiplication der beiden Determinanten 



X 



'1 } 

8 

1 } 



^1 "^27 ^ 



2 



1 2 9 '^^ 





V, 


2a,a5j, öj,* 


• 


»lii; 


«j2+il»2» «2^2 




1 ^ 


Sjiia; i2* 



• O • • • Q 

h » h h> h 

entstanden. Die erste dieser Determinanten besitzt den Werth (vergl. 
Bd. I Nr. 40, Anmerkung) 

die zweite besitzt den Werth: 

Die rechte Seite der Gleichung (4) geht also über in 

und diese Grösse ist null, da der eine Factor {aj^al = (/*, j)^ identisch 
verschwindet. Also hat mau: 

wie oben behauptet war. 

240. Berechnung der typischen Coefficienteti, wenn li = 0. Die 
typische Darstellung der Form f^^a^ für B = ergiebt sich nun, 
indem wir die Identität: 

(ay) Ua^ = (ay) a^: — (aa) y^ 

auf die fünfte Potenz erheben, und die typischen Goefficienten alsdann 
in Function der Fundamentalinvarianten darstellen. Zu letzterem 
Zwecke berücksichtigen wir, dass wegen £=^0 folgende Beziehungen 
bestehen: 

Nr. 221 



{f. y) = \- ^\ (t, oif = - («y)= i^= 4^ 



2 



{i,af = M= "ZG 



vgl. 



Nr. 226 



c 



(r, y) «= (r', (r, «)) = — ^ • « (Identitätssatz) 



2 



(r, y')» = ((r, y), y) = - ^ (ay) = ^ . iV = ^^^ [nach (3)] 

(ry) (ta) = - f («,«) = [nach (3)] 

A =- — i- ^«. (nach Nr. 230) 
Dann erhalten wir der Reihe nach folgende Gleichungen: 



(1) 

(2) 
(3) 

(4) 

(5) 

(6) 



{aaf = A • JJ \A*U 



{aa^ay) - ((/•, y), «7 = | (t», ««)« = | (t«r-(r«) 



(vergl. Nr. 230) 
34» -er» 



8 
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d r • Q \ 3 



{aariary = ((/•, y), a'yf = ^ (t\ a'y) = ^ M».(ry)(ra) = 
= 1- ( [(t^«) (^» - (^y) (^'«)]* + 6 (ry) (ra) • (r » (r'«)) 



(aa)(«y)« = ((/•, y), ay)^ = | (r«, «/)* = | (ry)» • (ry) (ra) = 



16 
3 



(«y)* = ((/•, y), rr =l(r*, /) = | (tyy • (r y)» = ^;^' . 

Tragen wir die soeben berechneten Werthe der typischen Coeffi- 
cienten in die Gleichung 

{ayf-al = {a^{ay) — yjaa)]^ 

ein, so erhalten wir: 

Dividiren wir diese Gleichung mit A^C^ und setzen 

80 kommt endlich nach leichter Reduction: , — - 

- I • ""y ' V-^2-f= ^" - 105' + 451 - ^^-^~ '- . B. 

Die Form fünften Grades erscheint hiemit abermals in einer 
Normalform, die nur einen Parameter besitzt, und diese Normalform 
wird die Brioschi'sche genannt. Eine ganz elementare Methode, 
die allgemeine Gleichung fünften Grades durch eine Tschirnhaus- 
transfbrmation in die Brioschi'sche Form zu bringen, hat Gordan 
neuerdings in den Math. Ann. Bd. XXYIII publicirt. 

§ 25. Die Disoriminante und die AnfLösiing der Gleichung 

fünften Grades. 

241. Erste Darstellung der Discriminante durdh die Fundafnental- 
invarianten. Aus der in Nr. 235, (11) gegebenen Darstellung der Form 
f lässt sich unmittelbar der Werth der Discriminante ^ von f er- 

schliessen. Die Discriminante muss nämlich als Resultante von -^ — 
und X— vom Grade 8 in den Coefficienten sein; deshalb l<ann in der 
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ganzen und rationalen Function von Invarianten, durch welche sie 

sich ausdrücken lassen muss, die Tn Variante C zwölften Grades in 

den Coefficienten nicht auftreten. ^ ist sonach unabhängig von G 

und ändert sich daher nicht, wenn C=0 gesetzt wird. Die Discriminante 

der Form 

GR'f^Bd^ + öBd^Q - 4A*Q^ = 

ist also auch die Discriminante der allgemeinen Form. Es ist aber 

g^ = 5{B<J*-4^>M =0. 
Die erste der beiden Gleichungen liefert 

i: 4. 

Q 

Substituirt man diesen Werth in die zweite, so^ergiebt sich als 
Besultat der Elimination von — : 

242. Zweite Darstdlting der Discriminante. Wir wollen im Folgen- 
den noch eine zweite Methode zur Berechnung der Discriminante geben, 
die au die allgemeine Form f= a| anknöpft und auf denselben Grund- 
sätzen beruht, wie früher die Berechnung der Discriminante einer 
Form vierten Grawes. 

Wie damals nehmen wir wieder an, die Form f besitze einen 
linearen Doppelfactor px, sei also dargestellt durch 

WO l irgend eine cubische Form bedeute. Indem wir uns alsdann die 
Frage stellen, auf welche Invariantenrelation F{A, B) = führt diese 
Annahme, werden wir naturgemäss auf die eine geführt, deren linke 
Seite wir als Discriminante bezeichnen müssen. 

Die Beantwortung der Frage lässt sich mannigfach bewerkstelligen. 
Es handelt sich in der Hauptsache darum, die Invarianten Ä und B 
der allgemeinen Form mit dem simultanen System unserer Form f 
und p in Beziehung zu setzen. Hiezu liefern uns die in Nr. 99 aus 
der Bedingung f===p^' l abgeleiteten Gleichungen die geeigneten 
MitteL Wir erhielten damals: 

{apy = 0, {apYax^O (1) 

{apyal = X.p' (2) 

{aby(apybl = ^-(i,p)'p\ (3) 
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wobei Gleichung (3) aus (apY a^ = durch die a. a. 0. angegebene 
Reihenentwicklung entsteht. Man konnte nun direct aus diesen 
Gleichungen und der Voraussetzung a^=|>^Z die Formen -4=(t, t)*, 
S =s (t, iy zu berechnen suchen; dabei würde man finden^ dass beide 
Formen Ä und B sich als Functionen von {ipY und (rpY darstellen 
lassen. Indem wir daher hier von vornherein nach der Berechnung 
dieser beiden Grössen streben , gelangen wir auf kürzerem Wege zum 
Ziele. 

Um den Werth von {ipY zu ermitteln^ überschieben wir (2) zweimal 
über f und erhalten: 

oder durch Comparation mit (3) 

(i,p)-p' = 2X.(f,py. • (4) 

Indem wir aber diese Gleichung abermals mit p überschieben, 
kommt: 

(i, Pf .p>^6x. (/; p')\ 

oder endlich wegen (2) 

6A^^ = (/p)^ (5) 

Zur Berechnung von (rp>f stellen wir zunächst eine Entwicklung für 
das Product i »p* her, indem wir die Identität {ah)p^ == (ap)l)x — {bp)ax 
auf die vierte Potenz erheben, und nachträglich mit a^bx multipliciren. 
Dann kommt nach einfacher ReJuction, weil (apY ax = (^: 

i . _p4 = - 8 {apy al ■ (bp) b^ + 6 {apY «» • (bpf 6» , 

oder: 

i-p*=-8Xp'- (f, p) + 6 (/; ir^f . {f, ff 

und demnach wegen Gleichung (4) 

i . p4 = _ 8 Ap« . (/•, p) + ^^^ • j)^ • {ip) {hPi) ix hx . (6) 

Das symbolische Product 2{ip){i^p^ixiix lässt sich mit Hilfe 
des Productsatzes (vergl. Nr. 11) leicht in die Form \2il^ — Aj^ 
bringen, so dass alsdann die Gleichung (6) die Form annimmt: 

%ip' = Sl^{f,p) + -^,Ap\ (7) 

wie man sieht, eine Gleichung für die einzige uns noch unbekannte 
üeberschiebung der Form /' über p. Aus ihr lässt sich zunächst 
(j^_p)=:( — {fjifjp) berechnen, womit der ersje Schritt zur Dar- 
stellung von {xpf gemacht ist, da ja r = 0, jf- Wir überschieben 
nämlich (7) zweimal über i und erhalten: 
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oder^ weil nach dem Identitätssatze das mittlere Glied links mit 2 Ai^^ 
übereinstimmt und (ip)* = 6A^, so kommt: 

8A-(i,i))= 2 ^iJ*-8A».i. ^ (8) 

Ueberschiebt man aber diese Gleichung zweimal über sich selbst, 
so erhalten wir nach Division mit 16 A^: 

4(rp)8 = A2.^. (9) 

Ueberschiebt man dagegen Gleichung (8) zweimal über r, so 
kommt, weil nach der Theorie der cubischen Formen (j, i:)* ver- 
schwindet: 

0= i^.(rp)2 — SA^.I?, 

oder wegen (9) 

= ^^ — 64B. (10) 

Wenn also f einen Doppelfactor besitzt, so besteht zwischen A 
und B die Relation (10), d. h. -4.^^ — 645 ist die Discriminante von f, 

243. Auflösung der Gleichung fünften Grades, Die Auflösung der 
Gleichung fünften Grades ist bekanntlich durch algebraische Methoden 
allein nicht mehr möglich. Die Grenze, bis zu welcher die Algebra 
vorgehen kann, haben wir bereits kennen gelernt: sie ist durch die 
Transformation der allgemeinen Gleichung in eine Form mit einem 
einzigen Parameter Z gekennzeichnet. Dieselbe kann unter anderm 
stets nach Klein (vergl. „Vorlesungen über das Ikosaeder'^ § 10^ 
Seite 252) in rationaler Weise auf die in Nr. 192 erwähnte Ikosaeder- 

gleichung \'[ «ap zurückgeführt werden, deren Wurzeln | = — =^((>) 

sich mit Hilfe elliptischer Modulfunctionen darstellen lassen. (Vergl. 
Klein: „Vorlesungen über das Ikosaeder" § 7, Seite 132.) Wenn 
wir uns also hier mit Auflösung von Gleichungen fünften Grades be- 
schäftigen, so müssen wir uns auf specielle Fälle beschränken, bei 
welchen vermöge gewisser Invariantenrelationen die Auflösung sich 
ohne transcendente Methoden bewerkstelligen lässt. Aus der grossen 
Mannigfaltigkeit der hier gegebenen Möglichkeiten besprechen wir 
hier nur einige wichtige Fälle. Hieher gehören in erster Linie die 
Formen /", für welche 22 = 0, Jlf^O, J^^O; denn während für B = 
resp. (7 = nur Reductionen der Form f auf gewisse, besonders 
interessante Normalformen eintreten und die Bedingung ^ = über- 
haupt keine bemerkenswerthe Typik zur Folge hat, zerfällt für B=0 
die Form f rational in einen linearen und einen biquadratischen Factor. 
Hieher gehören ferner die Fälle: 
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II) a =s 0, und eine der drei Formen A, B, (7^0, 

III) a = 0, B = 0,C = 0, Ä, = 0,j^ 0, 

IV) a = 0, A^B = C=OJ = 0, 

244. Erster Fall. Wir betrachten zunächst den Fall, in welchem 
die schiefe Invariante verschwindet^ also den Fall 

R = 0, Jlf^O, JV^^O. 

Da alle schiefen Invarianten des Systemes R zum Factor haben 
müssen, so verschwinden dieselben durchwegs. 
Solche schiefe Invarianten sind z. B. 

ebenso 

Wenn wir also entweder 

ax (ßa) = /8x {aa) — «^ (aß) , 
oder 

a^(ycc) = Yx{aa) — cc:,(ay) 

auf die fünfte Potenz erheben^ so verschwinden stets drei Glieder in 
der binomischen Entwicklung rechts, so dass wir erhalten: 

f'{ßay=-c,a' + c,a'ß' + c,aß\ 
oder 

f, (yay = c,a^ + c^aY + <k€cy\ 

wo Cj Cg Cg, Ci Cg Cj wie in Nr. 235 zu berechnen sind, (ßa) ist dabei 
gleich M, (ya) = N] da diese Invarianten nicht verschwinden, so 
sind die rechten Seiten in der That Entwicklungen von F. Setzen 
wir sie gleich null, so erhalten wir in beiden Fällen von vornherein 
eine Wurzel von /*, nämlich Ux = 0. Der andere Factor ist dann 
eine biquadratische Gleichung, die sich leicht auf eine quadratische 
reduciren lässt. 

245. Ziveiter Fall. Wir nehmen an, dass die beiden Invarianten 
M und N verschwinden, woraus von selbst hervorgeht, dass auch R 
null wird [vergl. Nr. 227, (4)], also dass 

M^O, N=0, R = 0. 

Die Invariante C sei von null verschieden. 

Wenn aber Jlf = ^ = 0, dann ist, wie wir nun beweisen wollen, 
auch a «» 0, und folglich existirt in diesem Falle überhaupt keine 
lineare Co Variante. 

Nehmen wir zunächst an, a wäre von null verschieden. Es 
ist nun: 

il tl — r5 iy = (ix ty — Xx iy) {ix ty + txiy) = 2 -^a: ^y (xy). (11) 
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Ersetzen wir y durch a, so kommt: 

il (t ay —rHiaf =2 (»«) ^, a^ . 
Weil aber 

(r«)« = iV=0, 

(ia)*=Jf=0, 
so folgt: 

i», «) = 0, 

d. h. ^ hat den Factor a. Da nun aber 

il 0«) = - »> [vergl. Nr. 224, (2)] 
SO ist auch 

0«)*;« = (0"a)i5, a) = -(*,«) = 0. 

Daraus folgt, dass j den linearen Factor a mindestens quadratisch 
besitzt^ dass also, wenn q irgend ein linearer Factor 



und folglich (vergl. Nr. 154) 



i = «^ • Qy 



1 1=: a^ ' Cj 



wo c eine Constante ist. 

Erinnern wir uns nun, dass [vergl. Nr. 230, (II) und 225, (1)] 

(/•, u^f ^A-{f, r)* + Bj + I a x, (12) 

folglich (/•, a«)« = Ac-{f, ««)* + J? a» 9 + y c «»; 

und bedenken wir femer, dass 

= (/•, 3j = (/•, 9«*)' = ((/", «'), 9), 
so folgt, wenn wir (10) dreimal über ^ schieben: 

((/•, «*), p»)« = ^c {(A «*)S qy + -B («V, C')' + I c (« 9)". 

Nun ist aber («*(>, (>*)^ = 0, und wegen 

((/•, «*), 9) = • 

sowohl das Glied links als auch das erste Glied rechts gleich null; 

es bleibt also noch 

(«(,)' = 0, 
d. h. 

folglich 

Da aber auch « den Factor a besitzen muss wegen 

Jlf=(ia)« = 0, 
80 ist auch 

was der Voraussetzung widerspricht. 

Die Bedingung -äf=0, N'=^0 fuhrt also stets « = mit sich, 
wie umgekehrt aus cc = auch sofort das Verschwinden von M und 
N sich ergiebt. 
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246. Wir nehmen also an, die lineare Co Variante a verschwinde, 
doch von den drei fundamentalen Invarianten A^ J?, C sei wenigstens 
eine von null verschieden. 

Wegen a == ist zunächst - 

» 0', «) = 0, 

und daher [vergl. Nr. 227, (1)] 

2(0', i) = At- Bi = 0. 

Es ist sonach r proportional der Covariante i. und da nun 

,(/•, «) = 2 ((/•, jf, i) = 0, [vergl. Nr. 230, (I)] 

so muss, so lange A = (i, tf ^ 0, (/*, j)^ eine Potenz von i sein, d. h. 
es muss die Relation bestehen: 

oder weil 

Ar = Bi, 
auch 

wo c^ eine Constante. 

Schiebt man diese Relation einmal über j, so erhält man, da die 
beiden Glieder der ersten Polare von («i)^«^i^ einander gleich sein 
müssen — ihre DiflFerenz hat den Factor {a>Sf — 

(«^r Oi.) <^l3\ = c, (rS j) = c,t. {x, j). (13) 

Vertauscht man links j mit j^ und nimmt die halbe Summe, so 
kommt: 

S^O'ix){(«.??.?L-(«Ji)''jl} 



2 
1 
2 






2 

Beide Glieder sind aber ein und dasselbe symbolische Product, 
welches nichts anderes darstellt, als die Functionaldeterminante von 
f und t = UiifJ^hx' Wir haben also: 

und folglich lässt sich Gleichung (13) in der Form schreiben: 

(/•, T) + CirO', r) = 0, 

oder {f + Cj t j, t) = 0. 

Es müsste also, da '"^ = ;t'* ^^^ ^^^^ verschieden ist und keine 

zwei gleichen Factoren besitzt, /* + c^ tj eine Potenz von r sein. 
Dies ist aber unmöglich, da f und j ungeraden Grades. Daher bleibt nur 
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d. YLy wenn die lineare Covariante a verschwindet , aber nicht alle 
fundamentalen Invarianten, so zerfallt die Form fünften Grades in ihre 
Covariante j und deren Hesse'sche r: 

247. Dritter Fall. Wir nehmen nun an, dass neben « «s auch 
die Invarianten B und C verschwinden mögen, während die Invariante 
A noch willkürlich sei. 

Aus der Relation [vgl. Nr. 230 (II)] 

folgt alsdann für a = die Beziehung: 

Daraus ergiebt sich, dass entweder Ä oder j verschwinden muss. 
Nehmen wir an 

(1) j^O, ^ = 0. 

Dann ist einmal (/", r)* = 0, weil ja nach Nr. 225: 

(/•,r)«__i«_|^j, (1) 

und ebenso [vgl. Nr. 245 (11)]: 

i* T« — i» t« = 0, (2) 

da <& =s — (j, «) = 0. Ersetzen wir in (2) y durch a, so kommt: 

i . (/•, ry-x. (/•, i)» - 0, 

also wegen (/", t)* «- 

*•(/•, »r = j-r. 

Da j von null verschieden sein soll, so folgt daraus 

r = 0, 
d. h. aber, die Covariante j ist ein reiner Cubus: 

Und weil nun in jedem Falle: 

(f. j)' = 0, 
so ist nunmehr 

(«(>)' aj=0, 

und daraus erkennt man, dass f den Factor 9 dreimal enthält. Wenn 
also: a = 0, JB = 0, (7 = 0, A = und j ^ 0, dann ist 

wo Z quadratische Form ist 

248. Setzen wir nun aber voraus, dass 

(2) ^^0, j = 0; . . 

Oordan, InTaviAntan. IL 18 
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dann besitzt zunächst i wegen A = Au ^ zwei verschiedene lineare 
Factoren 

i >= Q'6, 

Aber aus: 

folgt, dass jedes symbolische Product mit dem Beducenten 

(aQ)(a6) 
verschwindei Wenn man daher die Identität 

auf die fUnfte Potenz erhebt, so reducirt sich die binomische Ent- 
wicklung rechts auf ihr erstes und letztes Glied, und wir erhalten 

d. h. f ist in diesem Falle eine binomische Gleichung. 

249. Vierter FaU. Nehmen wir endlich an, dass neben « = 0, 
jB = 0, 0=0 auch 

(3) ; = und J. — 

sei, dann ist zunächst i ein volles Quadrat, also 

und weil —j = (/*, i)^ «= (a^yal = 0, 

so muss f den linearen Factor q viermal enthalten. Daraus geht aber 
umgekehrt hervor, dass i selbst verschwinden muss. Denn es ist 

9t(^^y^.K= {K(^9)-%Q>9)]^%K' .(1) 

Dei* Ausdruck rechts verschwindet aber wegen der Reducenten 

und folglich auch 

Wenn also « = 0, jB = C=-4 = 0, und j c= 0, dann verschwindet 
auch i. 

Fragen wir uns nun aber umgekehrt, welche Eigenschaft besitzt 
/*, wenn i verschwindet, so geht aus dieser einen Bedingung zu- 
nächst das Verschwinden aller Invarianten hervor, so dass f jedenfalls 
mindestens einen quadratischen Factor besitzt, den wir mit q be- 
zeichnen wollen. Bilden wir nun: 

9*(a6)*(a(,)(6(»)= {6,(09) - 0,(69) }*(ap) (6^), (2) 

so ist der Ausdruck links gleich dem Product 9* • (i, q'^Y = 0. Die rechte 
Seite reducirt sich aber wegen (ap)*«, = (hofb^ = auf 

iaQfal-ibQybl = {(«9)««»)» .^ 0, (3) 



"J 
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d. h. f enthält q cabiscb. Aus diesem Grande erhalten wir aus der Identität 

die Beziehung: («p)*ö2 = 0, (4) 

welche lehrt, dass f den Factor q viermal besitzt. Verschwindet also 
die Form (/*, /")* identisch, so reducirt sich f auf p5 • (Jar ; wo ^ und 6 
lineare Formen sind, ein Resultat, das wir schon in der allgemeinen 
Untersuchung § 19 erhalten haben. 

§ 26. Das FormenBystem de^ Form seohsten G-rades f^^a^. 

SC 

250. Aufstellung der Systeme (A^'^) und (JB^**)). Wie bei der Form 
fünften Grades, so ist auch hier das System (A^^^) durch f=a^y das 
System (J?(®>) durch (A /O* = («&)*«* 6* dargestellt, und man zeigt 
wie dort, dass das aus beiden durch Ueberschiebung entstehende 
System {AP-^) nur die drei Formen enthält: 

f, (f,f)*, {(f,f?,ß- 

Dieses System {A^^^) ist relativ vollständig mod. (a6)*. Wir über- 
schieben dasselbe mit dem Bildsystem resp. wirklichen System (B^*^) 
der Form: 

Da diese Form Tc vierten Grades ist, so ist ihr System bereits bekannt. 
Es besteht aus den f&nf Formen: 

h, (Je, hy, i(k, *)% h), i, = B, j, = c, 

und ist relativ vollständig mod. (aby. Die beiden Formen iit und jk 
sind Invarianten und als solche an der Ueberschiebung nicht betheiligt. 
Das vollständige Formensystem {A^^^) von f besteht demnach aus den 
durch Ueberschiebung der Covarianten 

f, (f, ff, ((/•, f)\ f) 

über die Covarianten 

k, Qc, Ä)s {{Je, ky, k) 

sich ergebenden Formen, zu welchen ausserdem die drei Invarianten 

A = (f, fy, B = (Ä, ky, c = iik, ky, k)* 

hinzutreten. 

251. Methode der Ueberschiebung heider Systeme. Es ist nun vor- 
theilhaft, diesen Ueberschiebungsprocess nicht direct auf dem allge- 
meinen Wege vorzunehmen , wie ihn die aus je drei Formen bestehenden 
Systeme dictiren würden. Vielmehr bietet die folgende Methode wesent- 
liche Vereinfachungen. Denken wir uns das volle System von f ge- 
bildet, so können wir die symbolischen Producte, durch welche die 
Formen des Systemes dargestellt sind, in zwei Klassen th eilen. 



276 Dritter Theil. 

Bei den Faltungen, welche die Ueberschiebungen des Systemes 
(^(^)) über das System (B^^^) vorschreiben, entstehen nämlich nur 
Elammerfactoren vom Typus (aJc). Alle sich so ergebenden Formen 
des Systemes werden demnach mindestens die erste und höchstens 
die vierte Potenz dieses Elammerfactors (ah) = (hh^) = (ck^) etc. ent- 
halten. Fassen wir nun alle Formen zusammen , welche die höchste 
Potenz (aky enthalten, so kann man sich dieselben entstanden denken 
durch Ueberschiebung mit der Form 

« 

während sämmtliche Formen, welche die drei ersten Potenzen dieses 
Factors enthalten, für sich ein modulo (aJcY relativ vollständiges System 
8 bilden. Dieses System 8 suchen wir zuerst zu ermitteln; indem wir 
dasselbe alsdann mit der Form l überschieben, erhalten wir das v<9lle 
System (A^^^) der Form /. 

Auf diese Weise ist die Arbeit getheilt in zwei übersichtlichere 
und einfachere Aufgaben, einmal weil das mod. (aky relativ vollständige 
System viel kleiner ist als das gesammte System, dann aber auch, 
weil die Ueberschiebungen über eine quadratische Form Z leicht 
discutirbar sind. 

252. Aufstellung der Redacenten; erster Beducent {ahf. Ehe wir 
jedoch die erste Aufgabe in Angriff nehmen, das System 8 zu er- 
mitteln, wollen wir versuchen, uns über die Reducenten, sei es nun 
des Systemes 8^ oder sei es des vollen Systemes {A^^^) zu orientiren. 
Dabei erinnere ich, dass ein Elammerfactorenproduct als Reducent 
bezeichnet wird, sobald das aus ihm allein construirte Stammproduct, 
sowie alle daraus durch Faltung entstehenden reducibel sind. (Yergl. 
Nr. 124 und 144.) 

So ist {aVf Reducent. Denn das Stammproduct {flhya^^lfl ist 
reducibel, weil es verschwindet, und die aus ihm durch Faltung her- 
vorgehenden von null verschiedenen Formen 

Ä = (a6)*a«6^, A = {ahf 

sind bekannte in das System (^(^)) bereits aufgenommene Formen. 

253. Zweiter EedttcerU {aky. Aus diesem Reducenten (abY lässt 
sich sofort ein zweiter gewinnen. Denn ersetzen wir in dem sym- 
bolischen Product: 

y durch c, so erhalten wir: 

{a})f(acf{hc)hlcl = {kr)^clkl = {hayal\. 
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Da die linke Seite verschwindet, wie man durch Vertauschung 
von b mit c erkennt, so ist auch das Product: 

(akyalk^ = 0^if,kr, (1) 

d. h. reducibel; aus ihm entsteht durch Faltung die zum System (A^^^) 

gehörige Form 

l = (akyal; 

und somit ist (aky ßeducent. 

Besitzt also ein symbolisches Product den Factor (aby oder (aft)^, 
so lässt es sich im ersten Falle, von Producten mit dem Invarianten- 
factor Ä ganz abgesehen, auf [Teberschiebungen mit der Form &, im 
zweiten Falle auf Ueberschiebungen mit der Form l reduciren. Die 
irreduciblen Formen dieser beiden Ueberschiebungsgruppen werden 
wir alsbald kennen lernen. 

254. Dritter Iteducent (Je Je). Durch Combination der beiden Re- 
ducenten (aby und (aky ergiebt sich ein dritter. Denn die Polaren- 
glieder (aby üy bx und (aky al kx ihrer beiden Stammproducte lassen 
»ich in die Reihen entwickeln 

{ahfalVl = 1 Ä^, iifx)+\A {yxf (1) 

(aÄ)''o»Ä, = i-i^,(ya;). (2) 

Ersetzt man in (1) y durch k, in (2) aber durch b und vergleicht 
die beiden sich so ergebenden Ueberschiebungsrelationen, so kommt 
direct 

wobei ^ die Hesse'sche Form von k ist. Wir werden später die Form 
(/*, ly^ wie überhaupt alle Ueberschiebungen von f mit Z?, [p=l, 2, 3], 
in das System (Ä^^^) aufnehmen. Die Covariante z/ ist dann eine 
reducible Form vermöge Gleichung (I). Daraus folgt, dass drittens 
(kk') Reducent ist. Denn 

(kV)k^k'^ = 



und die aus diesem Stammproduct durch Faltung entstehenden sind 
^ und die Invariante B. Jedes symbolische Product mit dem Factor 
(kk') lässt sich also reduciren auf solche, die entweder die Invarianten 
B bezw. A zu Factoren haben, oder auf Ueberschiebungen mit dem 
Factor (aty. Die letzteren werden wir aber, soweit wir oicht noch 
deren abermalige Reduction zeigen, im System vorfinden und somit 
ist (kk') Reducent auf diese Formen. 
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255. Vierter Beducent (aby{a]cf. Einen vierten Reducenten ge- 
winnen wir durch folgende Betrachtung. Es ist nach Nr. 81 (YIH): 

iakfa^alk^ = -^ Z • (yx) (wegen (f, Ä)» = 0) (1) 

und nach Nr. 83 (IX): 

iab)alalbl=^{f, /)»,(ya;) + ±A;.(ya;)». (2; 

Ersetzen wir in (l) y durch b, in (2) aber durch k, so kommt 
durch Comparation der gleichen rechten Seiten: 

-2-((/•,/0^*)*=i^/•-28ft*. (11) 

Es ist also ((/", /)*, ky eine reducible Form, und daraus ergiebt 
sich {aVfiaky als Reducent. Denn das Stammproduct 

P^{ahY{akyalhlkl 

ist ein Glied der üeberschiebung ((/*, ffy Tzf und als solches durch 
diese plus einer Summe niedrigerer Ueberschiebungen darstellbar, die 
mindestens den Reducenten {aVf zum Factor haben, da sie ja aus 
{f, f)^y resp. k durch Faltung entstehen müssen (vergl. Nr. 42). Faltet 
man in dem Product P den Factor a« mit bxy so entsteht (aby, a^ mit kjc, 
so kommt (aifc)', und endlich bx mit kg, so ergeben sich mittelst des 
Identitätssatzes beide Reducenten. Es ist also P und jedes aus ihm 
durch Faltung entstehende Product reducibel, und folglich (aby{aky 
Reducent. 

256. Fünfler Beducent (aky (a ly. Da (/; 0' = 2^ + 'J * , so er- 

halten wir einen weitem Reducenten durch üeberschiebung dieser 
Form mit k. Es ist nämlich: 

üf, ly, W = {alf{alfalkl ^[2J + ^lc, h)\ 

Weil aber nach der Theorie der biquadratischen Formen 

(z/,Ä)« = fÄ, 
so erhält man 

{akf{atfalkl = \B-k+ jÄ-J. 

Das symbolische Product links ist also reducibel. Durch ein- 
malige Faltung desselben entsteht der Reducent {aky und demnach 
ist (aky{aiy Reducent. 

257. Sechster Beducent (aby{ary. Da endlich z/ eine reducible 
Form, so ist es auch (/*, jdy, und zwar findet man ihren Werth auf 
folgende Weise. Es ist: 
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■ («Ä)»a3Ä^ =-i-i(y«) (1) 

(kk,) ÄJ Ä», = I J^ iyx) + J {yx)\ (2) 

Ersetzt man in (1) y durch Tc^ in (2) aber durch a, so erhält 
man durch Comparation der beiden entstehenden Ueberschiebungs- 
resultate die Relation: 

»-?.Ä = |(^,^« + |/-. (III) 

Anderntbeils ist aber 

(ahfialfhial = ((/•, Vf, /)« = (2^ + ^ k, ff 

= 2 (^, /O» + I (ft, /•)» , 
also wegen (III) 

(aiy (al)nial^lk-§f-\-^ (f, Ä)« • (IV) 

Demnach ist das symbolische Product links reducibel, und weil 
jedes aus ihm durch Faltung entstehende Product wegen des Factors 
{ahy gleichfalls reducibel ist^ so ist (aby(at)^ Reducent. 

258. Rückblick. Wir haben sonach sechs Reducenten erhalten: 

{ab)\ (ahy, {klc,\ {aby(aJcy, 

(akyiaiy, [abyiaiy. 

Jedes symbolische Producta das eine dieser sechs Grössen zum 
Factor besitzt , ist auf andere reducibel ^ welche entweder eine der 
Invarianten A resp. B zum Factor haben, oder welche durch Ein- 
führung der Symbole A; resp. l als einfachere Ueberschiebungen dieser 
Formen über andere Formen des Systemes sich darstellen lassen. Diese 
letzteren Ueberschiebungen werden wir, insoweit nicht selbst wieder 
lineare Relationen unter ihnen bestehen, in das System (J.^^)) auf- 
zunehmen haben. 

Wir erhielten ferner folgende Beziehungen: 

2J==2{Jc,ky^{f,lf-\A-k (I) 

^l-k = Q{J,ff + B-f (II) 

((/", i)\ n* = i-k-^f+tif.ky (III) 

(/•, kf - 0. 

' Vermöge der Gleichung (I) erhält man hieza noch die beiden 
Invariantenrelationen: 

Au={hl)'='2G-\-fB (IV) 

(fc,P)*=| {B> + AC). (V) 
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Die erste derselben entsteht aus (I)^ indem man diese Gleichung 
viermal über h schiebt: 

oder: 

2i* = ((/-,*)*, 0* - 3 ^ B 

oder: 

2C= a, 0« —-^AB. 

Die zweite wird durch die viermalige üeberschiebung von (I) über 
sich selbst geliefert: 

4(z/, jy = ((/•, 0*, (/•, irr - ] Auf, ly, ky + { a*{K ky 

oder 

Der erste Term rechts ist aber ein Glied der Üeberschiebung 

(*, 0' = i («&)* { («0' («»/,)* + 2(aO («/.) (ftO (6ix) } , 

welche unter Anwendung des Froductsatzes auf das zweite Glied 
rechts in 

{k, ly = (aby (alf (b l^y -Ia- Au (ß) 

übergeht. Durch Substitution des hieraus sich ergebenden Werthes 
Yon '{aby (aiy (blj^ in Gleichung (a) ergiebt sich die Relation (V). 

259. Aufstellung des Systemes S^O mod. (ak)\ Nach diesen 
Vorbereitungen sind wir nun im Stande, durch üeberschiebung des 
Systemes {Ä^^^} über das System (B^^^) in einfacher Weise das neue 
System 5^0 mod (aky herzustellen. Es ergiebt sich nämlich wegen 
der Reducenten und der letzten Relationen direct, dass hiebei über- 
haupt nur die Ueberschiebungen der Form k über die Formen des 
Systemes (Ä^^^) in Betracht kommen und selbst hier nur die üeber- 
schiebung der ersten Potenz von k. 

Denn die Form z/ ist nach Relation (I) Nr. 258 auf (f, If, also 
auf eine Form mit dem Modul (aifc)*, und auf k reducibel, und dem- 
nach reduciren sich die Ueberschiebungen zwischen ihr und den For- 
men des Systemes (Ä^^^) auf die ueberschiebungen von k. 

Die Form (z/, k) ist wegen der nämlichen Relation gleichfalls 
auf Formen mit dem Modul (aky reducibel, sei es a priori oder sei 
es mittelst des Reducenten (kki\ also ebenfalls überflüssig. 

Die Formen B = ik und C = jk sind aber Invarianten. Also 
bleibt in der That vom ganzen Systeme (B^^^) nur die Form k liir die 
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zu untersuchenden Ueberschiebungen mit /*, (/*, /*)*, ((/*, ff, f) übrig. 
Nun ist bereits {a1cf Reducent, und zwar ist (aJfc)* Q^eiO mod (aÄ)*, 
wo Q irgend ein symbolisches Product. Folglich sind höhere als 
zweite Ueberschiebungen überflüssig^ und wir können uns demnach 
auf die erste Potenz von h beschränken. 

Durch ein- und zweimalige Ueberschiebung von k über die 
Formen des Systemes {AS^^) entstehen aber die Covarianten: 

(f, *), if, ^f, ((/■, ff, *); ((/•, m W, (((/■, f)\ /"),*), 

(((/•, ff, /•). *)*. 

Die drei letzten Formen sind überflüssig; denn ((/', /*)^, kf ist schon 
nach Nr. 255 (II) als eine reducible Form erkannt worden. Die Form 

(((A fy> f) f ^) ^^^ ^^^' reducibel als Functionaldeterminante von einer 

Functionaldeterminante und im gleichen Sinne ist auch ^ «= f ((/) f)\ fj , i j 

eine reducible Form, in so ferne die Glieder dieser Ueberschiebung 
durch den Productsatz in Aggregate umgestaltet werden können, deren 
einzelne Terme theils reducible, theils bereits in das System aufge- 
nommene Formen zu Factoren haben. Hievon überzeugt man sich 
unmittelbar auch auf folgende Weise. Gemäss den Ueberschiebungs- 
gesetzen Nr. 44 ist, da (/", /)^ = ¥^^ = 0, 

(((A ns f), *)'=öo+2(^^ Jcy+^{!I^^\1cr+^(T, fcc«))o, 

wobei das Anfangsglied G^ = (abf {aky {ac) a^¥<^^kl und T^^), T««); 

¥^\ fcW Formen sind, die aus T = ((f, f)\ ß resp. k = (f, ff durch 
einmalige, resp. zweimalige Faltung entstehen. Die letzte Summe 
rechts bat nur den einen Summanden T • A\ alle Summanden der 
zweiten Summe zerfallen in Producte, deren einer Factor die Form k. 
Die Formen T<^^ in der ersten Summe sind 

{niy {acy alV^di = \ {(ai)«c^ + (ac)*&|-(&c)»a»j*a2&|cJ = i-Ä./- 

(afc)n«c)(6c)a|6»(^ = -i-j(ac)»6» + (6c)*a»-(afe)«c*}(a6)«a«6|^=0, 

SO dass also auch die Formen {T^^\ kf, wenn sie nicht verschwinden, 
eine der Formen k oder / zu Factoren haben. Gq ist aber ohnehin 
reducibel nach Nr. 255 und damit die ganze rechte Seite. 
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Das gauze System iS^ =^ mod {aby besteht demnach aus den 
zehn Formen: 

A {f>n\ (if,f)\f) 

^. if> Ä), (/•, lc)\ {{f, ff, k) S 
Ä, J5, C. 

260. Ueberschidmng dieses Systemes 8 über l = (akf al . unsere 
letzte Aufgabe ist somit^ die Ueberschiebungen der sieben Ooyarianten 
dieses Systemes über die Covariante 

zu studiren. Dabei ist es überhaupt nicht nöthig, Producte dieser 
Formen über l zu schieben. Denn alle sieben Govarianten sind ge- 
raden Grades, und demnach würden in jeder Ueberschiebung eines Pro- 
ductes dieser Formen über Potenzen von l zerfallende Glieder ge- 
bildet werden können. 

Wir haben also nur die erste Potenz jeder der sieben Govarianten 
über Potenzen von l zu schieben. 

Die Form f liefert dadurch die sechs neuen Formen 

(/, i), if, t)\ (f. p)\ (/■, n\ if' ir. if> o". 

Die Form (f, ff giebt nur zu einer neuen Form 

{if, f)\ 

Veranlassung; denn bereits bei der zweiten Ueberschiebung tritt der 
Reducent {aVf{alf auf. [Vgl. Nr. 257 (IV)]. 

Aus den Ueberschiebungen von ((/", ff, f) mit l entstehen über- 
haupt keine neuen Formen; denn die erste ist als Functionaldeter- 
minante von einer Functionaldeterminante reducibel; alle weiteren be- 
sitzen den Reducenten (atf{ahf. 

Als weitere Formen des Systemes ergeben sich femer die Ueber- 
schiebungen 

Qc,l), (k,l)\ (h,P)\ 

während die Invariante {Je, P)* nach (V) Nr. 258 reducibel ist 

Von den Ueberschiebungen der Form (f, k) über Potenzen von l 
liefern die ungeraden flberflüssige Formen. Denn sie enthalten resp. 
Glieder wie: 

{alc){aVf{ai;)l^al¥^ 

(ah){alf{al,y{al,)l,J.i 

(ah) (aiy {al^f (al^) (Jcl^f h. k, , 
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welche stets wegen des Productsatzes auf andere Formen des Systems 
reducibel sind. So ist z. B. 

= (f,ky'2+if,t)'-k-(f,l)'-{h,l)K 
Dagegen liefern die geraden Ueberschiebungen vier neue Formen: 

Hiezu tritt als weitere Covariante die erste Ueberschiebung der sechsten 
Covariante (^ ky über l, also die Form 

((/", *)*, 0, 

während bereits ihre zweite Ueberschiebung wegen des Reducenten 
(aky{aiy reducibel ist 

Die siebente Covariante {(f, /}*, k) endlich liefert keine neue Form 
mehr. Denn ihre erste Ueberschiebung mit l ist nach dem nun wieder- 
holt citirten Satze als Functionaldeterminante reducibel; und jede weitere 
hat den Reducenten {aby(aiy. 

261. Tabelle der Formen des Sy Sternes (A^^^). Die Gesammtheit 
aller Formen des vollen Sjstemes von f=a^ ist also durch folgende 
26 Formen gegeben. 

1) vier gerade Invarianten: 

A, B, C, (/; IJ' und eine schiefe ((/, k), Z*)«; 

2) sechs quadratische Co Varianten: 

3) fünf biquadratische Formen: 

4) fünf Covarianten sechsten Grades in x: 

5) drei Covarianten achten Grades: 

6) eine Covariante zehnten und eine zwölften Grades, nämlich: 

((/•,/OSÄ), resp. ((/•, /O«, /•). 

§ 27. Relationen zwischen den Formen des Systemes von f '=' aj. 

262. Einführung von Ueherschiebungsgliedem in das System. Nach- 
dem wir durch die vorausgegangenen Untersuchungen in den Besitz 
siimmtlicher Formen des vollen Systemes von fs=a^ gelangt sind, 

♦) (/•, k)^ = p bei Clebsch „Binäre Formen", 
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tritt an uns die Aufgabe heran^ diese Formen, wenn nothig, durch 
eingliedrige symbolische Producte zu ersetzen, die für die symbolische 
Bechnung als besonders tauglich erscheinen. Dies gilt insbesondere 
für die fünf Invarianten des Systemes, sowie für die sechs einfachsten 
Coyarianten, d. i. für die sechs quadratischen Formen. 

Von den Invarianten sind aber die drei ersten ohnehin einfache 
symbolische Producte, nämlich 

diese werden wir beibehalten. Dagegen werden wir an Stelle der 
Ueberschiebungen (/", P)^, ((/", ä), Py symbolische Producte einführen, 
die sich aus dem simultanen System der sechs quadratischen Cova- 
rianten ergeben. 

Von den quadratischen Covarianten sind die beiden Formen l 
und (h, ly durch je ein einfaches symbolisches Product dargestellt; 
alle übrigen ersetzen wir durch eines ihrer Glieder. 

263. Die quadratisclien Formen. Wie bei der Form fünften 
Grades die linearen Covarianten, so spielen hier die quadratischen eine 
wichtige Rolle. Auch hier ist das simultane System von vornherein 
bekannt, und die erste Aufgabe ist, dessen Stellung zum vollen System 
von /'=a^ kennen zu lernen. Diese Aufgabe aber deckt sich mit der 
vorhin gestellten: die complicirteren quadratischen Covarianten durch 
einfache symbolische Producte zu ersetzen. Setzen wir nämlich neben 

{ahyal = l, {h,lf^{ktfkl=^m, (1) 

die wir a priori beibehalten, auch noch 

(fc, nCy = n , 

dann zeigt sich, dass die in dem Systeme dieser drei Formen l, m, n 
auftretenden Functionaldeterminanten 

X = (m, w), iL = (n, 0, V = (Z, m) (2) 

Glieder von (i, Vy resp. (/*, l^f , ((/*, Ä), l^y sind, während n an 
Stelle der Ueberschiebung (/*, Py treten kann. Denn man hat wegen 
der Relation [Nr. 258 (I)] 

{f,iy = 2J+\A^h 
durch zweimalige Ueberschiebung mit l die Beziehung 

Hierin ist nach unseren Bezeichnungen (1) (fc, If = w; das erste 



ii 
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Glied rechts ergiebt sich aber als zweite üeberschiebung von z/ = (Ä, ky 
über l ans der Reihenentwicklung 

indem wir darin y durch l ersetzen-, man erhält 

{kk^y(kj)ni^ij,t)' + ^B.ii 

oder 

i{k,i)\ky^ij,i)*+lB.i 

oder 

{m,kf^n^iJ,iy + ~B-l. (3) 

Demnach wird: 

(f,py = 2n-^-^.l + ^fn, (4) 

und folglich kann (/*, Z*)* durch n ersetzt werden. 
Es ist ferner: 

(fc, py = l (kiYikQhh = ((*, 0', = (f^h = - ^ 



2 
3 



(f, Pf - 4- («0' {«hY («y «X ix = ((/•, P)*, 



= ^2« - f Bi + I ^m, i) = 2(n, + J- ^ (»», 

und endlich 

-iakXar)\al,)\kl,ya,k, = i{kkykl , {aiy{al^yal) 

= (m,2«-^J+^m) = 2(m,«) + j£(?,».) 

= 2X + -|-^*'. 

Das symbolische Product links ist aber ein Glied der üeberschiebung 
((A ^); O^; ^^ ^^'^^ damit der lineare Zusammenhang von X mit dieser 
Form des Systemes hergestellt ist. 

Die sechs quadratischen Govarianten des Systemes werden also 
der Reihe nach durch die Formen: 



l = (aky al, m = (JcTykl, n = (kmy kl = {kiy (kk^y kl 
A = (w, n), ^ = (n, 0, v = {l,m) 

ersetzt. 



2 

X 
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264. Die fünf Invarianten, Von den Formen 

(f,n% (*,*)*, ((*,*)*,*)*, (/•,?)', ((/•,*),«*)« 

werden, wie schon Eingangs erwähnt, die drei ersten beibehalten. Die 
vierte ersetzen wir durch die Invariante (l, n)* = Am = D, die fünfte 
durch die Combinant« — (Im) (mn) {nt) =• R. Was nämlich die Form 
(f, Py betrifft, so hat man: 

{f, Pf = (aiy (al,y (aQ* = ((al)* (al,)' a* , 8«)* 

= ((/, p)\ 0* = (2 (^, i)* + f »», ly 

= 2(n, 0*-|-B(^ 0* + y^K 0*- 

Diese Gleichung lehrt, dass in der That an Stelle von (/*, Py die 
Form (n, t)^ = Am treten darf. 

In Bezug auf die Invariante ((f, Ä), t^y ergiebt sich aber, dass 
sie sich überhaupt nur um einen numerischen Factor von der Form 
R = — (Im) (mn) (nt) unterscheiden kann. Denn im Systeme von 
f:=^al tritt nur diese eine fundamentale schiefe Invariante auf, und 
sie ist vom Grade 15 in den Goefficienten von /I Die Form B ist 
aber gleichfalls schiefe Invariante und vom Grade 15 in den Coeffi- 
cienten; sie kann also nur eine lineare Function der ersteren sein, d. h. 

Die fünf Invarianten des Systemes können demnach dargestellt werden 
durch die symbolischen Producte 

A = (aby, B = (k\y 

c -= {kJc,y (h, k,y (Je, ky, d = a^ 

U =» — (Im) (mn) (nt) . 

265. Die zioeiten Ueberschidmngen von ^ und h über die quadra- 
tischen Formen Z, m, n. Neben den fundamentalen quadratischen 
Formen interessiren uns noch eine Reihe anderer CoVarianten zweiten 
Grades, die wir im Folgenden berechnen wollen. Es sind das in erster 
Linie die zweiten Ueberschiebungen von z/ und k über 2, m, n, so 
weit sie nicht bisher schon in Betracht gezogen wurden. 

Was die Ueberschiebungen von k betrifft, so war 

(k, t)^ = m, (kj my = n 
Hiezu ergiebt sich 



U) 
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• 

Denn es ist 

(Jk, ny = (]cn)ni = (Jck^y (k,m)n', = (kk,y ik,]c^y (k^iy kl . 

Nach den Gesetzen der Reihenentwicklung hat man aber 

(k k,y (k, k,y ki, ki = ^ Bky. + \c {yxy 



und daraus folgt unmittelbar für y = { die obige Relation. Von den 
zweiten Ueberschiebungen der Form jd über l^ m, n ist (z^, ly bereits 
berechnet [Nr. 263 (3)]. Es war 



Hiezu findet sich: 



i^, 


0« 


= tl — 


!'• 1 


(^, 


«.)* 


B 


+ ^ 


(^, 


«)« 


B 


+ 3»». 



(2) 



Die zweite dieser Relationen erhalten wir, indem wir in der Reihen- 
entwicklung 



{kjykiJi^^k,. + %xy 



6 

y durch l und alsdann (kjy(kT)^Jl = ((^, (itO*^')" ^^^rch (^, m)^ 
ersetzen, während die dritte aus derselben Entwicklung (a) für y = m 
hervorgeht. 

266. Die Ueberschiebungen von f über Producte von Z, m, n. Eine 
weitere Reihe quadratischer Oovarianten liefern die vierten Ueber- 
schiebungen von f über P, Im, In, in\ mn, n*. Die drei ersten er- 
geben sich unmittelbar durch zweimalige Ueberschiebung der schon 
früher gegebenen Relation: 

Über ly m und n unter Benutzung der eben gefundenen Relationen (1) 
und (2). Das Resultat ist: 



3 



{.f,hny = + ici+^m-\-in 



3 



{,f,lny = + \AGl+i^^C+\AByn-\-ln 



(3) 



Hiezu treten durch nachfolgende Untersuchungen die drei weiteren 
Relationen; 
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wenn wir die Invarianten (Z, Vf j (Z, w)*, (Z, nf etc. resp. mit -4«, 
-A-im , Ain etc. bezeichnen. 

Zur Ermittelung dieser drei letzten Ueberschiebungen ist es nothig, 
zuvor {f, w)* und (/*, n)* zu berechnen. Wir gehen aus von der schon 
in Nr. 255 benutzten Reihenentwicklung (1) 

{aVf aiJc^ay = - (tfx) . (/J) 

Ersetzen wir in ihr y durch l, so erhält man: 



2 



Entwickelt man die linke Seite nach dem Productsatz, so kommt: 

y = «5 (ahy { (aJcfl + (aO* *1 - (hl)* al } 
= P + (aÄ)» (aVf al Tel — {aTcf {Uf ai ) 



daher 



(/; »») 



8 






2 



3 



(5) 



Ersetzt man dagegen in (ß) y durch m, so erhalten wir 

2 (oky {am) al k^iUx = ^ - 

Wendet man wiederum auf die linke Seite den Productsatz an, dann 
erhält man: 



Im 
2 



= (akfal Uaky ml + (arnfkl - {kmfal] 
= (/-, ky^m + iif, m)\ kf - (A {kmykiy 

Im mittleren Gliede rechts ist die üeberschiebung (Z^, ky zu berechnen. 
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Wir benutzen hiezu die Reihe: 

Ersetzt man hier y durch i, so kommt 



(?,*)« = im -1(2(7+^*. 



Trägt man diesen Werth in (6) ein, so erhält man: 

Daraus folgt endlich: 

(f,ny^lm-^C1c-\-^J. (7) 

Mit Hilfe der Relationen (5) und (7) lassen sich nun in einfacher 
Weise die Ueberschiebungen (f, »»*)*, (/", »»«)*, (f, «*)* berechnen. 
Es ist: 

Hierin ist, wenn wir in der Reihenentwicklung (ü) y durch m ersetzen: 

Ferner hatten wir in (2) Nr. 265 

und da ausserdem (k, mf = n, (2, nCf =■ ^^m ; so ist endlich: 

Schieben wir aber die Relation (5) zweimal über n, so kommt: 

(/•, m-n)* =4 (P, ») + f (Ä, n)« + 4 (■^' «)*• 
Aus der Reihe (11) folgt wiederum fdr y <» n 

(P, n) = G, n)«?-iA«. 

Die Ueberschiebung wird also unter Berücksichtigung der Relationen 
(1) und (2) Nr. 265 

(/•, mnf =i {^'» ' -|^''~ ) +¥(i*» + TO + 4 (?'» + ?'»)• 

■ 

Endlich ergiebt sich aus der Gleichung (7): 

{f, nj = {Im, ny-\c (*, «)» + f (^, nf . 

Oordan, InTulMiten. II. 19 
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Zur Berechnung des ersten Gliedes der rechten Seite benutzen wir die 
Reihe 

Ersetzt man hier y durch n, so kommt: 



2(/m, nf = lA„,n + niAi, 



Aimfl . 



Demnach wird 

Damit wollen wir die Berechnung von quadratischen Covarianten der 
Form sechster Ordnung abschliessend und zur Berechnung der Inva- 
rianten der qiaadratischen Fundamentalcovarianten übergehen. 

267. Berechnung der Invariomten des simultanen Systemes l, m, n. 
Die drei quadratischen Covarianten besitzen ausser der schiefen In- 
variante jR «s {Itn) (mn) (Zn) noch sechs simultane Invarianten (vgl. 
Nr. 131) 

-^I; -^Ini} -^Im -^^nmf -^^nf -^ny 

die wir nun im Folgenden durch die Fundamentalinvarianten des 
Systemes von f=a% darstellen wollen. 

Wir hatten bereits früher erhalten (vgl. Nr. 258 und Nr. 264) 



^, ^2C+\AB 

2 



Ai^^Qc,Vr=^{I? + AC) 

Am^B. 
Hiezu ergiebt sich: 

Denn man hat: 
X,„ = iQc, Tf, my = {h, mTf = ((*, «.)», 0* = («, 0* 

^m- =• ((Ä, 0*, «)* = (Ä, «0* = ((*, «)*, 0* = (y ♦» + Y ?, «) 
^, = ((Ä, t»)«, n)* -= (Ä, mn)*- ((fc, n)», m)« -= (f .»+ ^ I, ?)' 



(1) 



(2) 



2 
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268. Die Belationen für die schiefe Invariante. Aus der Theorie 
der simultanen quadratischen Formen ergiebt sich unmittelbar^ dass 
(vgl. Nr. 133) JB auch dargestellt werden kann durch 

und dass ferner zwischen IP und den übrigen fundamentalen Gova- 
rianten eine Relation bestehen muss^ welche aus 

21P= -4m/ ^«m ^m- 

^ ■*■*' ^^ ■^^mlf ■^-■-»imj •■**m» 

durch Substitution der in Nr. 267 berechneten Werthe der Deter- 
minantenelemente hervorgeht. 

Weitere Relationen will ich nicht mehr anführen. Die schon früher 
in der Theorie der quadratischen Formen gewonnenen zahlreichen Be- 
ziehungen lassen sich hier direct übertragen. In ähnlicher Weise würde 
man auch die Theorie der biquadratischen Formen benutzen können, 
um Relationen zwischen den Co Varianten vierten Grades des Systemes 
aufzustellen. 

§ 28. Die Disoriminante der Form sechsten Grades und irrationale 

iBelationen. 

269. Vorbereitende Untersuchungen, Die erste Berechnung der 
Discriminante einer Form sechsten Grades haben wir von Brioschi. 
Er benutzte hiebei die allgemeinen Differentialgleichungen, denen In- 
varianten überhaupt genügen, und charakterisirte dann die Discrimi- 
nante, indem er ihnen specielle hinzufügte, welche nur durch Discri- 
minanten befriedigt werden (Crelle's Journal Bd. 53« Vgl. auch Faä 
di Bruno, „Theorie der binären Formen'^, deutsche Uebersetzung von 
Walter, S. 275). 

Die genaue Eenntniss des vollen Systemes von f gestattet uns 
indess hier wiederum den nun schon mehrmals eingeschlagenen directen 
Weg zu verfolgen (vgl. Discrim. der Form vierten und fünften Grades), 
indem wir uns fragen: 

„Welche Relation besteht zwischen den Invarianten Ay B, (7, 2), 
wenn /*= aj • 97, wo ax eine lineare und q) eine biquadratische 
Form ist?" 

Wie bei der Form fünften Grades, und wie überhaupt allgemein 
(vgl. Nr. 99), gehen aus der Voraussetzung /" = aj • 9) folgende vier 
wichtige Beziehungen hervor: 

19' 
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(a«)« = 0, (aa)^a, =0, (1) 

{aafal =l'al, (2) 

I {abfiaayhi - |- (kaflcl • aj = | ^ • «i , (3) 

wobei Gleichung (3) aus {uaYa^ durch die in Nr. 99 angegebene 
Reihenentwicklung gewonnen wird. Der Werth des Parameters A be- 
rechnet sich gleichfalls wie früher. Wir ersetzen in (2) x durch b 
und multipliciren mit bx, dann erhalten wir: 

{aaY(abybi^X'(f,a'Y 

und demnach wegen (3) 

A.(/-, ay = {kafki ' al + ^^A' ai' (4) 

Ueberschiebt man aber diese Relation zweimal über ai, so kommt in 
Verbindung mit Gleichung (2) direct: 

l'^\(kay. (5) 

Die nächste Aufgabe wäre nun, wiederum auch eine Relation für die 
erste Ueberschiebung {f, a) zu ermitteln und auf Grund der so be- 
rechneten Ueberschiebungen von f und a das Formensystem der simul- 
tanen Invarianten von f und u mit den Invarianten A, B, C, D in 
Beziehung zu setzen. Hiebei zeigt sich aber, dass insbesondere die 
höheren Ueberschiebungen von k, ^ und l über a die hervorragendste 
Rolle spielen, und wir suchen demnach hier von vornherein sie mit 
dem allgemeinen Formensystem in Beziehung zu setzen. 

270. Berechnung von (lay und {^ocy. Zur Berechnung der Ueber- 
schiebungen von l über a benutzen wir am geschicktesten die Rela- 
tion (4), indem wir sie dreimal über k schieben. Dann kommt: 

X(aay{akya, h^\[ {kk,y(ak,)a,+(kk,)(ak,yh } (kaykr^^^A (*,«')««, 

» i-K a^ya.-lA(k, aya., (1) 

weil das zweite Glied der Klammer rechts identisch verschwindet und 
jj SB (kk^ykx klx ist Andemtheils ist aber, da nach Nr. 253, (/J i)' as= 0, 

(akyal ife, a, = — Y i, iy • (rcy), 

und d<*ninach (aay (aky a^ kx =^ y ('> ") * ^* • (2) 

Führt man diesen Werth in (1) ein, so" kommt nach Division mit -^ «* • 

X.{1, «) = -j(^, «»)»+^^.(A=,a»)»} (3) 
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und hieraus durch abermalige üeberschiebong mit <e: 

X-il, a7=-{(z/, a*)* + ^^.(i,^)*j. (4) 

Eine zweite Gleichung zwischen (lay und (^a/ erhalten wir durch 
viermalige Ueberschiehung von Relation (4) mit der Form hy nämlich 

A.Oa)» = K «*)*+^^.(*X^ (5) 

Indem wir beide Gleichungen addiren, erhalten wir wegen (kaY »» 6 A' 

(lay^-lA.X, (6) 

und indem wir sie subtrahiren 

iJay^-±A.lK 

Nun lässt sich aber Gleichung (3) auch in der Form darstellen 

(A.i + (^, ««)« + ^^.(*, a»)S a) = 0, 

d. h. (vgl. Nr. 99) die quadratische Form 

x.}i + ijayji + ^(ka)ni 

ist eine Potenz von Uy so dass alsO; wenn q eine Proportionalitats- 
constantC; die Relation besteht 

9.al-X.P^^(Jayjl + ±A.(Jcayjcl. (7) 

Die Constante q finden wir sofort, wenn wir diese Relation (7) zwei- 
mal über sich selbst schieben. Hiebei ergiebt sich links, da 

der Werth: —2X(t (lay + X* (2C + y AB\ ; (8) 

rechts dagegen erhalten wir: 

ijayij,ay(jj,y + ^ A-{jay{icay{My +^Ä».(jcayik,ayiJck,y, 

oder, weil nach der Theorie der biquadratischen Formen (J, %)* °= y ^ 
und K jy^Y^-T^'- 

^ {kay - f (Jay + ^AB. (*«)* + ~ ^* • (^«)* • (9) 

Tragen wir nun in (8) und (9) die Werthe von (Äa)*, (-^«)*, (?«)* 
ein und setzen beide Ausdrücke vneder einander gleich, so kommt 
nach einfacher Reduction: 
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271. Die Discrimina/iite. Die Relation (7) gestattet non aber 
auch die Invariante D == (mm^y mit den simultanen Inyarianten 
(^a)* und (kay in Beziehung zu setzen und damit erreichen wir zu- 
gleich das Ziel unserer Aufgabe. Ueberschiebt man nämlich die er- 
wähnte Relation (7) zweimal über k, so erhält man wegen (k, t)* «= m 
zunächst: 

9 . (Ä, «2)2 _x.m = (^ay {Jky kl + jg ^ • (*«)' (k,ky kl. (1) 

Die Werthe der beiden Terme rechts ergeben sich aus den ent- 
sprechenden Reihenentwicklungen: 

{Jhf Jl U = {{J, Ä)M,. + I K Ä)*(yx)* = \ im + I {yxf 

indem man darin y durch a ersetzt. Führt man alsdann diese Werthe in 

(1) ein und ersetzt q durch y J5 — =^^4*, so kommt nach Multipli- 
cation mit — 3: 

3Aw— (b - ^A^ikaykl — ^ A' {J ay Jl - (g + ^AB\al. 

Bilden wir nun auf beiden Seiten dieser Gleichung 

3Aw ^P '{kay kl -f Q • {^ay^l ^R-al 
die Hesse'sche Form, so erhalten wir 

9A»D = P2(z^a)* + Ö2((^, jy^ a^Y 

+ 2PQ'{{d, ky, a^y + 2P'R'{kay + 2QB{Jay. 
Ersetzen wir hierin (^, z/)* und (^, ky durch ihre Werthe 

Y & — - -^ ^) resp. -r-Ä und ordnen alsdann nach den Ueberschiebungen 

{day und (Äa)*, so geht diese Gleichung über in: 

9A«2) = (z/a)*[p«--|ö« + 2(2B[ +(*«)' {|-e' + |-P<2 + 2P2j} 

oder wenn wir nun (^a)*, (Äa)*, P, §, JB durch ihre Werthe ersetzen 
und mit }? dividiren: 

Das ist 'die Invariantenrelation, welche die Voraussetzung f=al*q> 
zur Folge hat. Wir können sie auf die einfachere Form bringen, 

indem wir -~ A =^ A^ setzen: 
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12^1^ - SOÄ^^B - 20^1*0+ 15 A^B^ + 12i?C+ 92) = 0, 

und die linke Seite dieser Gleichung müssen wir als Discriminante 
Yon f bezeichnen, mit der sie auch in Bezug auf den Grad in den 
Goef&cienten übereinstimmt. 

272. Irr(xHonaie Relationen bei Combinanten. Ehe wir die Unter- 
suchungen über Co- und Invariantenrelationen verlassen, will ich 
noch auf eine Gattung von irrationalen Beziehungen zwischen Com- 
binanten hinweisen, auf welche bereits Brill, Stephanos, Mejer 
und Stroh aufmerksam gemacht haben. 

Sind nämlich /* = ^ und 9 = sj zwei binäre Formen n*®° Grades, 
so ist nach einem Satze yon Gordan (vgl. Nr. 68 und Math. Ann. 
Bd. V) jede Combinante der beiden Formen Covariante des Cayley'schen 
Ausdruckes 

"P - m 9{y)-<p {x) f{y) . 

also seiner Elementarcoyarianten. Diese Elementarcovarianten sind 
in unserem Falle die ungeraden Ueberschiebungen von f über 9, da 
die geraden sich gegenseitig aufheben, also die Formen: 

(A 9) 7 if, 9>y y iff 9)* • • • etc. 

Aber diese Covarianten können nicht von einander unabhängig sein. 
Denn wenn q) proportional f ist^ so verschwindet W und demnach alle 
Elementarcovarianten, und umgekehrt: Ist W identisch null, so ist 
/* =s p . g) ^ wo Q eine Constante. Damit aber f und q> einander pro- 
portional sind, ist es bekanntlich schon hinreichend, dass ihre Functional- 
determinante (/*, 9) identisch verschwindet. Wenn also schon das 
Verschwinden der ersten Elementarcovariante auch das Verschwinden 
von W und damit aller übrigen Elementarcovarianten nach sich zieht, 
so können diese letzteren nicht mehr unabhängig sein von (/*, q>). 
Es müssen vielmehr die Coefficienten der späteren Ueberschiebungen 
homogene und irrationale Functionen der Coefficienten von (/*, q>) sein. 
Man kann daher sich die Fragen stellen: Welches sind diese 
Coefücientenrelationen und wie gelangt man zu ihnen? Was die zweite 
Frage betrifft, so kann man zu ihrer Beantwortung einen schon mehr- 
fach benutzten Weg einschlagen. Wir bilden eine Covariante von 
(ff 9) durch Ueberschiebung dieser Form über sich selbst, und sehen 
nach, ob sich diese Form nicht auch simultan durch eine Ueber- 
schiebung von F SB (/*, 9) über eine der übrigen Elementarcovarianten 
darstellen lässt Dies ist sicher der Fall, wenn z. B. ein Glied der 
Ueberschiebung (F, Fy verschwindet, da man weiss, dass jedes Glied 
einer Ueberschiebung nach dieser und niedrigeren Ueberschiebungen 
von F über andere Formen entwickelt werden kann. 
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Nun tritt bereits für 1/ = 4, also in (F, JP)* ein solches Glied 
auf. Es ist, wenn F«={f, g>) =^ (rs)r^^sl"^j das Glied 

(rs) (r^s,) (rr,) (^r^) (rs^ {ss^) rj-» sjp» r-^ 5J7» , 

welches verschwindet, weil es durch Vertauschung von r mit r^ nur 
sein Zeichen ändert. Es muss also eine Relation bestehen von der 
Form 

= ( if, FY +^' ^, {F, o,r , (i) 

wobei 0^ irgend welche spätere Elementarcovarianten niedrigerem 
Grades als F sind. Durch Goefficientenvergleichung findet man als* 
dann jene Relationen, welche die Coefficienten der Formen 4^^ mit 
denen von F in Beziehung setzen. 

273. Beispiel. Wir wollen hier an einem speciellen Falle, in 
welchem die Functionaldeterminante F = (/, g>) eine Form sechsten 
Grades ist, diese allgemeinen Betrachtungen erläutern. Die Formen 
f und q> sind alsdann zwei biquadratische Formen 

f=ftf 9 = 5^, 

und ihre Combinanten entstehen durch Ueberschiebung der beiden 
einzig vorhandenen Elementarcombinanten 

F=(rs)f^s^ ==a« 
^ y X X X 

= (rsYr s . 

\ / X z 

Nach dem Vorausgegangenen sind die Goefficienten der Form Q^ 
irrationale Functionen der Goefficienten von JP, und unsere Aufgabe 
ist, die Beziehungen zwischen diesen Goefficienten herzustellen. Da 
wir es hier ausser der Gombinante F nur noch mit einer Combinante 
zu thun haben, so wird die oben aufgestellte allgemeine Relation 
(I) in einfacher Weise zum Ziele fähren. Wir bilden demnach (F, Fy, 
also die Go Variante k von F=a^. Da diese Form t «= (a6)* a* 6* 

X ^ * X X 

aus der gemischten Polare a^ a* aj für y = i? = 6 hervorgeht, so wollen 
wir zunächst diese gemischte Polare in Symbolen r, s darstellen. 

Wir substituiren zu dem Zwecke in der Identität: 

a^ = (rs) rl st 

X \ y X X 

für Xi den Werth k^Xi + k^yi + l^Zij dann kommt: 
(A^a, + l^ay + l^a.f = (rs) (Ajr, + X^Ty + k^r.f (l^s^c + ^«y + ^»«O*- 
Durch Gomparation der Glieder mit dem Factor Ai^A^^Aj* erhält man: 
90 aj a^ a] = 36(rs)r,ryr, s^SyS» + 9 (^^) x; ^S^y^y^* > 
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wobei sich die Summe über die sechs möglichen Producte von der 
Gestalt r\ ty Sy si erstreckt Addiren wir rechts sechsmal das Product 
9(rs)rxryrtSxSySs, indem wir gleichzeitig jeden solchen Summanden 
Yon je einem Gliede unter dem Summenzeichen subtrahiren^ so findet 
man nach zweimaliger Anwendung der Identitäten 

rxSy — 8xry^(rs)(xy), r^s» — Sxr,^{rs)(xz), ryS, — rsSy~{rs)(if0) 
die Relation: 

90 aS al al = 90 (rs) r^ ty r, 5, Sy 5, + 9 {rif ^ {xyf r, s«. 

Dividiren wir dieselbe durch 45 und setzen nun 

— €b = — {fifr^^s^ =1>5, etc., 
so kommt: 

2alala\ -^2{ri)r^ryUSxSySn-\- -^ {p2(»^)' +l>y («^)' +!>' (^y)M > 
oder, indem wir den Productsatz 

auf den zweiten Term rechts anwenden: 

2aialdi=2 {rs) r^ Vy r, s, Sy s, + pi {jfzy + pyp, {xy) {xz). (ü) 

Ersetzen wir hierin y und z durch h und multipliciren mit &|, 

so kommt: 

2 (ahy al 61 = 2 (rs) (rhy (siy r, s, hl + (6 p)' K . (HI) 

Der zweite Term rechts ist nichts anderes als -g- (JP, <D)*. Der 

Werth des ersten Termes ergiebt sich aus derselben Gleichung (11), 
wenn wir darin y durch r, z durch s ersetzen und mit {rs)rxSx multi- 
pliciren; man erhält alsdann: 

2 (rs) {ary {asf al r^ s^^pl- (rsY r^« s^ + {pr) (ps) (rs) rj sj . (1) 
Hierin ist der zweite Term rechts ein Glied der Ueberschiebung 

(/•,!>)'= (rs) (rj si , i)J)' = ^-g?^ { (pr)V,s| + (P^^ 

Ersetzt man in der Klammer rechts die Grösse (jpry sj + (ps)'rj 
nach dem Productsatz durch 2(jpr)(ps)rgSx -\' (rsYpl, so kommt: 

(f,py = (ps)ipr){rs)rlsl + ^(rsyr,s..pl (2) 

Führt man also in die Gleichung (1) den aus dieser Gleichung (2) 
sich ergebenden Werth von (ps) (pr) (rs) slrl ein, so erhalten wir 

2 (rs) (ary (asy al r^, s^ = -J- 1>^ (rsy r^s^ + (f, py , 
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oder, weil pl=p^ ^ (r5)V,s,, 

2(rs){ary(asyalr,s,^2p' + {f,py = l^^+liF,0y. 

Durch Substitution dieses Werthes in (III) ergiebt sich endlich 
nach Division mit dem Factor 2: 

{F, FY - 2*5 ** + l (^' *)*' (I^) 

und dies ist die gesuchte Fundamentalrelation zwischen den Coefficienten 
von F und 0. 



274. Führen wir in dieselbe die Symbole a, Je und p von F 

2 
6 



2 

resp. (F, Fy und zr O ein, so nimmt sie die Gestalt an 



Tc^p^+iapyai. (3) 

Durch Yergleichung der Coefficienten von x auf beiden Seiten 
dieser Identität erhält man fünf Gleichungen zur Berechnung der drei 
Grossen p^ p^ p^. Doch lässt sich dieses System in einfacher Weise 
auf eine einzige Gleichung f&r die Discriminante P «» (pPi)^ der 
quadratischen Form p reduciren. Ich überschiebe diese Identität zu- 
nächst viermal über /, und erhalte, da (k, f)*" = (ai)*«* = l, 

i = if. ff + if, (/•, pyy = («!>)* («a)* «* + («»)* (pp)' «: • 

Der Werth des ersten Termes rechts folgt aus der Fundamental- 
relation (3), indem man sie zweimal über p schiebt: 

(f,p'y=Q',py-iP'P' 

Um das zweite Glied zu berechnen, 'bilde ich die Ueberschiebung 

(k, p)» = (aby {al bl , i^J = ^"3^^' { {bpf al + 2{flp) (bp) a. 6, } 

= -"3- [(Ppfal + {apybl + (bpfal - (abyp). 

Hieraus folgt direct: 

(ab)* {bpf al^if, {f, pYY = (*, I))» + y p. 
Demnach wird 

l = 2{lt,py + ^p{A-2P). (V) 

Bildet man nun die zweite Ueberschiebung dieser Relation über p , 
so findet man: 

{ipy = 2 (k, j,*)* + 1 (^ - 2 p) . (4) 

Die Fundamentalrelation (3) liefert aber för (Ä, |j*)* unmittelbar 
durch viermalige Ueberschiebung über Ä: 



J 
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Trägt man diesen Werth in die letzte Gleichung (4) ein^ so kommt: 

SQpy = 2 JB + I (^ - 2P). (VI) 

Gelingt es uns nun^ die Ueberschiebung (Ipy noch auf eine zweite 
Art darzustellen, so erhalten wir in Verbindung mit Gleichung (VI) 
eine Relation für P. 

275. Nun* erinnern wir uns aber daran, dass die zweimalige Ueber- 
schiebung Yon jd über l dargestellt ist durch (vergl. Nr. 265, 2) 

dass also rechts wiederum die Govariante l auftritt. 

Wenn wir daher die Relation (V) zweimal Qber z/ schieben, so 
erhalten wir eine neue Relation fdr l, nämlich: 

n-^Bl = 2{,(h,py,J)*^^(J,py(A-2P). (5) 

Es ist aber: 

Der Term rechts ist ein Glied der Ueberschiebung 

((Ä, jy, py - (I *, p)' . 

Denn man hat: 

p, ^y, py = ^ [(kpy^^ + (jpyi^^ + 4.(kp)(jp)k^jj , 

oder, da die beiden ersten Glieder rechts die nämliche Coyariante dar- 
stellen , wie man unmittelbar erkennt, wenn man z/ durch O^i^^^^^^^ 

ersetzt, und da der dritte Term der Klammer nach dem Productsatz 
sich durch 2 {^pyk^ + 2 (kpY^ — 2 (kzf)^ p ersetzen lässt, so wird 

iik,j)\py = ^^{Qikpyji-2(hjyp], 

oder 

^(k,py^(kjy(kpyji-:Lcp, 

und folglich 

2{kpy (kjyji =- 1 B (Ä, py + 1 ci,. 

Durch Substitution dieses Werthes in (5) erhält man: 

n-];Bl=^:^B(k,py+^(J,py{A~2P) + ^Gp. (6) 

Hierin ist (Ä, pY wegen Gleichung (V) bekannt, (z^, pY aber 
geht aus der nämlichen Relation (V) durch zweimalige Ueberschiebung 
über Je hervor; dies liefert nämlich: 
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(k, 0» = m = 2 (Ä, {k, p)y + I (k, pf (A-2P), 
oder: 

m = 2(U-.)«(fc.i,)»Ä^+ 4 ik,py{A - 2P). 

Der erste Term rechts ist ein Glied der Ueberschiebong (z/, p)*; 
denn man hat: 

=(ÄÄ,)»(Ä»i>)*Ä?,-|5i,, 

oder: 

2(ÄÄ.)»(Ä.i,)»^ = 2iJ, py + ^1). 

Demnach wird: 

m^2iJ,py + lBp + ^^^ih,py. (7) 

Wir haben also, wenn wir der Einfachheit halber 

setzen I folgende drei Relationen: 

| = (Ä.P)* +P-9 [Tgl. (V)] 



^ = (Ä,i,)«.p +(^,|,)» +i,.| [Tgl. (7)] 



s 

276. Multiplicirt man die erste Gleichung mit p^ — -^ ; die zweite 



6 
mit — Q, die dritte mit 1 und addirt^ so kommt: 

2 
oder: 

(?-D'-l»'+?-i'k-f.+?l- 



(<■' - 1) - f » + (f - 1') -* U' - f » - 1 » + i!> 



Ueberschiebt man endlich diese Relation zweimal über l und er- 

ÄB 2 

setzt Äu, Ami, Äni durch ihre Werthe 2C-| — r-, resp. - (JB* + -4C) 
und D, so kommt als zweite Relation fdr {IpY: 

Ersetzen wir hierin gemäss Gleichung (VI) {IpY durch 

|j5+^(^-2P). 2«,«+^9 + Ab, 

so kommt nach gehöriger Vereinfachung: 
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Die Discriminante P der quadratischen Form p ist also von einer 
Gleichung fünften Grades abhängige deren Coefficienten die Invarianten 
der ersten Elementarcovariante sind. In ähnlicher Weise v^ürde man 
finden, dass für zwei Formen dritten Grades f und q) die zweite 
Elementarcovariante ; welche in diesem Falle bereits Invariante ist, 
durch eine quadratische Gleichung sich aus den Coefficienten der 
ersten Elementarcovariante berechnen lässt. 

277. Schhissbemerhungen. Ich will die letzten Betrachtungen mit 
dem Hinweis auf deren Verallgemeinerung schliessen. Zunächst hatte 
Brill (Math. Annalen Bd. XX) die Bedeutung dieser ersten Elementar- 
combinante für alle übrigen Gombinanten bemerkt, auch für den Fall, 
dass das zu Grunde gelegte simultane System aus mehr als zwei 
Formen fj q> besteht. Unter anderm zeigte er, dass sie eine allgemeine 
Form ihres Grades ist und dass ihre Discriminante in zwei rationale 
Factoren zerfällt. Stephanos, der in den Comptes Rendus 1882 
gleichzeitig auf diese Beziehungen aufmerksam machte, hat alsdann 
in seinen Abhandlungen: „Memoire sur les faisceaux de formes binaires 
ayant une meme Jacobienne'^ vom Jahre 1883, und „Memoire sur la 
Theorie des Formes binaires et sur Telimination^' vom Jahre 1884 
dieselben noch eingehender untersucht. Er sowohl als Franz Meyer 
(Apolarität und rationale Curven, Seite 391) zeigen, dass die in unserm 
speciellen Falle aufgestellte Endgleichung fünften Grades für die 
Coefficienten der zweiten Elementarcovariante im allgemeinen Falle, 

wenn f und w vom n^^ Grade sind, den Grad N= , ^,, .' besitzt. 
' ^ ' (n — 1) ! n ! 

Bezüglich weiterer interessanter Resultate müssen wir auf die citirten 
Quellen verweisen. Hier sei nur noch auf die Umkehrung der im 
Vorigen behandelten Aufgabe aufmerksam gemacht. Man kann sich 
nämlich fragen: welche Formen f und 9 gehören zu einer gegebenen 
ersten Elementarcovariante F von f und 9? Für unser Beispiel lässt 
sich die Frage einfach beantworten. Es war f^^ri^ g)z=Sx, also: 

^ =5 ri^y — sir^ = Const. Fy»(yx) + Const. <by{yx). 

Da J^ gegeben ist, 9 durch eine Gleichung fünften Grades aus 
F sich berechnen lässt, y aber willkürlich ist, so erkennt man, dass 
zu einer gegebenen Form F stets fünf Schaaren oder lineare Systeme 

gehören. Einer solchen Schaar gehören insbesondere zwei specielle 
Rormen an, für welche die Invariante i = ist, also die beiden 
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Tetraeder der Schaar^ welche durch die aus i =« sich ergebende 

quadratische Gleichung fär — bestimmt sind. In einer Mittheilung 

an die Societe mathematique de France (1880) hat Stephanos gezeigt^ 
dass, wenn f und g) Formen »**" Grades sind, die Zahl der linearen 
Systeme, welche zu einer gegebenen Functionaldeterminante zweier Formen 

f und q) gehören, gleich der oben angeführten Zahl ^"= V _ jvj r ^^*- 

§ 29. Typische Darstellnng der Form Beohsten Grades. 

278. Allgemeiner Fäll. In den Systemen von Formen gerader 
Ordnung treten im allgemeinen Falle lineare Covarianten nicht auf. 
Dagegen besitzen dieselben im Allgemeinen, wenn n>4, stets mindestens 
zwei quadratische Covarianten q> und ^, deren Resultante B^p^y, niclit 
verschwindet. (Vergl. Clebsch, „Binäre Formen", § 102, Seite 140.) 
Diese zwei quadratischen Formen können nun unter anderm als Grund- 
lage ftir die typische Darstellung von Formen gerader Ordnung be- 
nutzt werden, wie Clebsch und Gordan, Annali di Mat., Ser. IL, t. 1, 
gezeigt haben. Denn zwischen vier quadratischen Formen a|, II, tnl, 
nj besteht stets die Relation (vergl. Nr. 135, I, worin y «= a zu 

setzen ist) 

ai'Bitnn = liaXy + m(aiiy -f n(avy, 

wobei A, fi, v die Functionaldeterminanten (mn) m^nx, respective 
{nV)nxlxi G^) Ixfi^x repräsentiren. Und diese Relation findet hier die- 
selbe Verwendung, wie bei den Formen ungeraden Grades die Identität 

ö* (« /J) = a» iflß) — ßx (öa). 

Wir erheben sie auf die — Potenz und erhalten die Beziehung 

n n 

lL'f= {l(axy + m{a(iy+n(avy}', (I) 



aus welcher die typische Darstellung ^on f unmittelbar hervorgeht. 
Es treten dabei allerdings an Stelle der zwei alten Variabein x^ x^ 
drei neue 2, t», n auf; doch sind diese nicht von einander unabhängig. 
Denn zwischen ihnen besteht die Relation [vergl. Nr. 134, 3, {y)\ 

Au f Alm ; Ain ; l 

Almy 

Ainj 

i, 



= 



-djnrnj 


-^mnf 


m 


■^nm 9 


Ann} 


n 


m, 


«, 






und somit ist die typische Darstellung (I) von f in der That eine 
binäre. 
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279. Was nun die Form f'^^al betrifft, so könnten wir deren 
typische Darstellung unmittelbar auf Gleichung (I) basiren. Indessen 
bietet in diesem Falle die in Nr. 135, (VII) gegebene Relation ein 
noch bequemeres Mittel, zum nämlichen Resultate zu gelangen, so 
lange die Invariante B, von verschieden ist. 

Ersetzen wir in derselben nämUch f, (p, if durch die drei quadrati- 
schen Formen Z, m, n des Systemes von f^^ai^ so geht dieselbe über in: 



Ä„ 


Alm 


Ain Ix f'y 


Alm 


•^mm 


Amn fni Wy 


Au 


•^mn 


Ann nl nl 


11 


ml 


nl (xyy 


li 


ml 


ni (xyy 



= 0. 



Entwickeln wir diese Determinante mit Hilfe des Additions- 
theorems für Determinanten (vergl. Bd. I Nr. 35 u. 36) nach Potenzen 
von (xy), so erhalten wir: 



0=-2IP'(yxy~2 



Äu 


Alm 


Am 


u 


Alm 


'^mm 


•^mn 


ml 


Am 


-^rnn 


•^■nn 


nl 


11 


ml 


ni 






iy«^y + 



Äu 


Alm 


Am 


11 


11 


Alm 


•^mm 


Ann 


ml 


ni 


Am 


'^mn 


-Anm 


nl 


nl 


11 


ml 


nl 








11 


ml 


nl 









Hierin besitzt der Coefficient von 2 {jfxy gemäss der Relation 
(VI) Nr. 135 den Werth — 2IP (jfxy, wie sich aus derselben wiederum 
nach dem Additionsgesetze für Determinanten ergiebt. Demnach geht 
die letzte Gleichung, wenn wir überdies y durch a ersetzen und mit 
al multipliciren, über in: 



2B^'f 



al 



Äu 


Am 


Am 


l 


(«0* 


Aim 


■^mm 


'^mn 


m 


(amy 


Ä,n 


■^mn 


An, 


n 


(any 


l 


m 


n 








aVf 


(am)* 


(anY 









280. Entwickelt man diese Determinante nach den Minoren der 
letzten zwei Zeilen und Golonnen (vergl. insbesondere Bd. I Seite 72, 
Beispiel 2), so erhält man: 

- 2IP'f=^Ann{P{f, tn^y- 2lm(f, miy+m^if, py] (I) 

^2^A^[P{f,mny^lmif,lny + mn{f,Py^nl(f,miy], 
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wobei jede Summe sich über drei Glieder erstreckt^ deren zweites und 
drittes aus den angeschriebenen durch cyclische Yertauschung von 
l m n hervorgehen. 

Die in der Entwicklung rechts auftretenden quadratischen Formen 

if, P)S if, »»»)*, (/•, nY, (/•, Ifny, (f, Iny, (f, mn)* 

sind aber, wie wir bereits gezeigt haben^ lineare Functionen der 
Covarianten l, m, n. Diese Entwicklung rechts ist also eine Function 
dritten Grades in den Yariabeln l^ m, n, und die darin auftretenden 
Goefficienten sind Invarianten. Die typische Darstellung von f ist 
also in der That durch die Gleichung (I) geleistet. Betrachtet man 
in ihr die Covarianten l, m, n als drei Coordinaten x^y x^, x^^ so 
stellt die rechte Seite dieser Gleichung eine Curve dritter Ordnung 
dar. Da aber nach der Schlussbemerkung in Nr. 278 dieselben drei 
Coordinaten den Kegelschnitt 

befriedigen^ so erkennt man: Die Wurzeln der Gleichung sechsten 
Grades f=^0 werden durch die typische Darstellung von f als Schnitt- 
punkte einer Curve dritter Ordnung und eines Kegelschnittes erhalten. 

281. Der spedeUe Fall ü <» 0. Wir hatten bisher vorausgesetzt^ 
dass JR von null verschieden sei. Nehmen wir nun an, dass 12 
identisch verschwinde^ so dürfen, wenn die typische Darstellung gleich- 
wohl möglich sein soll, die Covarianten l, m, n keinen gemeinsamen 
Factor haben. Zu dem Zwecke genügt es, dass Au Ämm — ^^ von 
null verschieden sei. 

Wir benutzen alsdann behufs typischer Darstellung die in der 
Theorie der quadratischen Formen gegebene Identität [vgl. Nr. 135, (Y)] 

Au Alm l 



Alm 

hn 
X, 



Alm 

i 



^mn 



X, 



2 



^1 
X^ 

X^ 





= 



(II) 



2 vi • V« = 



P 



f», 



mm 

3 



9 (a;y) 
welche, nach (xyY entwickelt, die Form annimmt: 

Au lim l 
{Xyf J.^ = 2 l/xVy — Alm A 



ly 



m 



tnn 







Erheben wir dieselbe auf die dritte Potenz und ersetzen alsdann 
y durch a, so kommt: 
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t»S 



Ai,-f^YI\2v(viaf- 



»=1 



{kaf (ntiaf 



8 V» . (/•,• v'f -iv^y iv.ay (v,ay 



+ 2v^(y,ay 



1=8 

77 



(i,a)« Ka)* 

Abn l 



Au- 


Alm 


i 


-^Irn 


•^mm 


m 


{kaf 


{m^af 





An 


Alm 


l 


^Im 


■^min 


m 


ih^y 


K«)^ 






Au 
{liay (Uaf 



-v 



wobei sich die beiden Summen ^^ über je drei Glieder erstrecken. 

In der Entwicklung rechts verschwindet das erste und dritte 
Glied. Denn die Invarianten 

if, «'')*, if, vPy, {f, vm^f, {f, vlmf, 

welche in diesen zwei Gliedern als Coefficienten auftreten, sind schiefe 
Invarianten von den Graden 25 , bezw. 15, 19, 17 in den Coefficienten 
von fj sie müssen daher, da nur die einzige schiefe Fundamental- 
invariante ü im Systeme existirt, diese zum Factor haben, und sonach 
gleichzeitig mit 12 verschwinden. 

Es reducirt sich also die typische Darstellung auf: 

Au Alm i 



f=-n 



Alm Amm "* 

{Uaf (m,ay 



-4v'y(v,afiv,ay 



^ 



(III) 



All Alm l 

Alm Amm *W 

Da V als Functionaldeterminante von l und m der Relation genügt 

All Alm l 
Alm Amm ^ 

l m 



~2i/« = 



(IV) 



so erhält man nach Substitution dieses Werthes von v^ in die drei 
letzten Glieder der Gleichung (III) auf der rechten Seite einen in den 
Formen l und m homogenen cubischen Ausdruck von der Gestalt: 

Gord an, Invarianten. IL 20 
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Die Coefßcienten d dieser Darstellung sind Functionen der In- 
varianten All, Alm, Amm Und ausserdem der Invarianten 

denn die zwei Invarianten (/*, v^iy, (f, i/*m)* lassen sich sofort wegen 
(IV) auf dieselben reduciren. 

Von diesen wurde die erste bereits früher berechnet (Nr. 264): 

(f, Py = 2Ai. - I BAu + ~ Alm, 

Die drei andern ergeben sich direct aus den beiden ersten Re- 
lationen in (3) Nr. 266 , indem man dieselben zweimal über m, resp. l 
schiebt. Die Coefficienten der typischen Darstellung 

AU 'f= C,P + C^Pm + C^lm^ + C^m^ (V) 

sind somit vollständig bekannte Grössen. 

Weitere specielle Fälle sind in Bezug auf typische Darstellung 
noch wenig untersucht worden. In den ^^Binären Formen'' Glebsch's 
findet sich noch neben dem eben besprochenen Fall die typische Dar- 
stellung von /*, wenn J. -» 0, B =^0, C = 0, D und B von Null ver- 
schieden. Es ergiebt sich das Resultat: 

I^f=2n^ + ^Pm, 
wobei n imd l reine Quadrate sind. (Vergl. a. a. 0. Seite 467.) 

§ 30. Auflösung speoieller Gleichungen sechsten Grades. 

282. Ueberhlick. Von den Gleichungen sechsten Grades, welche ver- 
möge gewisser Invarianten- oder Covariantenbedingungen den Charakter 
von speciellen Gleichungen tragen, sind einmal jene hervorzuheben, 
deren Invariantenrelationen ihre Reduction auf Gleichungen niedrigerem 
Grades involviren, dann aber auch jene, durch deren Invarianten- 
beziehungen zwar nicht ihr Grad reducirt wird, welche aber durch 
andere bemerkenswerthe Eigenschaften unser Interesse erregen, insofern 
sie mit Modulargleichungen oder Multiplicatorgleichungen identificirt 
werden können. Wir wollen einige wichtige Fälle dieser speciellen 
Gleichungen sechsten Grades im Folgenden eingehender untersuchen, 
insbesondere um auf die Art und Weise hinzudeuten, wie die hier 
einschlägigen Fragen mit unsem Mitteln behandelt werden können. 
Der uns zunächst interessirende Fall ist der Fall, in welchem i2 «= 0, 
und die Resultante Bim = — 2 Arv von l und m von Null verschieden ist. 
Hieran schliessen sich die Untersuchungen über den Fall li = 0, ^^^ = 0, 
die zu drei Unterabtheilungen von Bedingungen Veranlassung geben, 
jenachdem das Verschwinden von Ayv eine Folge davon, dass l und 
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m einen linearen Factor gemeinschaftlicli besitzen, oder dass l pro- 
portional m ist, oder endlich, dass l oder m selbst identisch null wird. 
Im letzten Falle wird sich zeigen, dass, wenn eine der drei quadrati- 
schen Formen verschwindet, nothwendig auch die zwei andern null 
werden, und die Form {f, f)^ entweder das Quadrat oder die vierte 
Potenz einer Form zweiten resp. ersten Grades ist, so dass also nur 
noch diese beiden Möglichkeiten zu besprechen sind, um den Fall 
iJ == 0, A^ = völlig zu erschöpfen. 

Zum Schlüsse weisen wir noch auf die beiden Fälle: A = 0, 
(7=0 und B = Const.xA^, (7 = Const. X -ä^ hin, unter welchen 
Bedingungen sich die allgemeine Gleichung sechsten Grades durch 
lineare Transformation auf Gleichungen mit einem einzigen Parameter 
reduciren lässt. 

283. Erster Fall: 22 ~0, Äyy^O. Die typische Darstellung 
der Form f^=ax für B =0 am Schlüsse des letzten Paragraphen lehrt: 

„Verschwindet die Invariante ü, so ist die Gleichung sechsten 
Grades f=0 algebraisch lösbar, und ihre Wurzeln sind drei 
Elementenpaare einer Involution, deren Doppelpunkte durch 
die linearen Factoren von v = bestimmt sind." 

Denn durch die Substitution 

^ m 
geht die unter Nr. 281 gegebene Gleichung (V) über in 

Die Wurzeln dieser Gleichung seien y^, y^? Vs] ^^^ Wurzeln von 
f=0 werden alsdann durch die drei quadratischen Gleichungen: 

l — ffitn = 0, l — y^m = 0,1 — y^m = (1) 

geliefert. Da nach Voraussetzung A^ ^ 0, also l und m keinen ge- 
meinschaftlichen Factor haben, so kann man diese beiden quadratischen 
Co Varianten auf die canonischä Form: 

l^a.i^ + ß.ri' 
m = «gl* + ß^fi^ 

durch eine gemeinschaftliche lineare Transformation bringen (vergl. 
Nr. 130), wobei § und tj die linearen Factoren von v = sind. Als- 
dann gehen die drei quadratischen Formen (1) über in: 

und diese drei Gleichungen repräsentiren drei Punktepaare, welche zu 
den Punkten | = 0, q = harmonisch liegen, was zu beweisen war. 



20 



* 
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284. Zweiter Fall; erste Unterabtheilung: R=0, Avy=0. Wir 
nehmen an, das Verschwinden von Ayv = ÄuAmm — ^L sei dadurch 
bedingt, dass l und m einen gemeinschaftlichen linearen Factor a 
haben. Da aber die Bedingung 12 = eine lineare Relation: 



2v'R = 



Au 


Äim 


A,, 


-^ml 


■"-mm 


-^mn 


l 


m 


n 



= Cj Z + ^2^ + ^2^= (vgl. Nr. 135, IVb) 



zwischen den drei Covarianten {, tn, n involvirt, so muss auch n mit 
l und m denselben linearen Factor a gemeinschaftlich haben. 

Die Bedingungen für unsem Fall lassen sich demnach auch in 
der Form schreiben 

Z = a • r, w = a • s, n = « ■ f , (1) 

wobei die linearen Factoren r, s, t von einander verschieden sein 
sollen. Aus diesen drei Bedingungen (1) gehen direct die Relationen 

{lay = 0, (may = 0, (na^ = (2) 

hervor, während nach der Theorie der quadratischen Formen 

a^ = (i, m) = V ist. 

Nun ist aber die Covariante l nichts anderes als (/*, Ä)* und es 

liegt die Frage nahe, ob eine dieser beiden Formen f und Je den 

rationalen linearen Factor «, besitzt Um dies zu untersuchen, 

hat man nur die Ueberschiebungen von Ä, resp. f über a zu bilden 

und nachzusehen, welche derselben identisch verschwindet. Man findet 

alsdann: 

(i«)H-:, = (3) 

und 

ifayn = 0. (4) 

Die erste Gleichung lehrt: k besitzt den Factor Ux quadratisch, 
die zweite: f enthält ihn cubisch*). 

Denn multipliciren wir, um die Bedingungen (2) zum Beweise 
einführen zu können, {kayic^ mit (^s)^0, so erhalten wir unter An- 
wendung des Identitätssatzes: 



*) Dass die Deutung die86x beiden Gleichungen richtig ist, kann man sofort 
erkennen , wenn man eine Form / =» a" mit Hilfe zweier linearer Formen a„ und 
ß^ vermöge der Identität 

darzustellen versucht. Erhebt man dieselbe auf die n^ Potenz und entwickelt 
rechts nach dem binomischea Lehrsatz, so ergiebt sich unmittelbar unter der 
Voraussetzung (/", a)**""* = 0, dass f den Factor a*"^^ besitzt. 
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(Jcaf h (rs) = (hay { (Äs) r, — (kr) s, ) = (k, a" s)* — (k, a» r)* 

= {{1c, asy, ay-{(fc, ary, «T= ((*, mf, a^ - {{Je, Vf, d^ 

= {naf — ima)' = 0. 

Da aber (rs) ^ ist, so muss (Jcafkx = sein. Es enthält dem- 
nach in der That h den Factor a^, zweifach, und folglich nach der 
Theorie der biquadratischen Formen auch die Hesse'sche Form jd von 
Ä. Weil sich nun aber alle zweiten Ueberschiebungen von f über 
{, m, n als lineare Functionen von Je, ^d, P, Im darstellen lassen, so 
muss auch jede dieser Formen (/", ly, (/*, m)^, (/*, n)* den linearen 
Factor oc quadratisch enthalten, d. h. es muss sein: 

(/', 0' = «i (««)(«'•) = «^«p (5) 

(/; m)'=«i(aa)(as) = «^V, (6) 

WO 9> und ^ quadratische Formen sind, die fiir x = a nicht ver- 
schwinden. Ueberschiebt man diese beiden Formen dreimal über a^, 
so müssen diese Ueberschiebungen wegen (a, «) = verschwinden, 

d. h. man hat: 

(al' (p f c^f == a^ (aaj* (ar) = 

{al.^,jf=^ajaay{as)^0. 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit — Sx , die zweite 
mit r« und addirt, so kommt 

ax {aay {{as) r^ — (ar) s^) = al (aaY (rs) = 0, 
oder: 

aj (aay = 0, 

d. h. /* besitzt den Factor ax cu bisch. Man hat also den Satz: 

„Haben die drei quadratischen Formen l, m, n einen gemein- 
samen Factor a^, so besitzt f denselben dreifach.'^ 

285. Umkehrung, Diese Bedingungen sind nöthig und hinreichend. 
Denn besitzt f den Factor ax dreifach, so ist zunächst 

a«(aay=:0. 
Multipliciren wir anderntheils QcaflCx mit o^, so erhalten wir: 

{kaf &, . aJ = i^* { {aaf {ha) \ + {haf {aa) a, } • < , 

oder, weil beide Terme rechts gleich sind: 

qcafK.al = {aV)\aay{ha)b^^al 

= (aay {ba) hx- [bx {aa) — a, (6a) } *. 

Entwickelt man rechts nach dem binomischen Lehrsatz und führt 
die Multiplication aus, so besitzt jedes Glied den Factor 

{aayal = (fta^ft» = 0. 
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Es verschwindet demnach auch die linke Seite; folglich besitzt h und 
mit ihm z/ den Factor ax quadratisch. Daraus ergiebt sich endlich 
unmittelbar y dass 

Denn es ist: 

also 

a* {laf = {aaf { Jfc, {aa) - a^, {ka) } * = 0, 
weil 

{hafK^O, {aafal=0. 
Ferner ist: 

(m, a«)» = (ÄO'(Äa)S 
also 

a\mttf = (kay [K(la) — hQca))^ = 0, 

weil 

(kaykx = 0, {iay = o. 

Endlich ist: 

{nay = {kmy{kay, 
also 

«2 (nay = {k ay [ h (ma) - m^ (Äa) } ^ = 0, 
weil 

(Äa)3/t^ = 0, (ma)» = 0. 

Die drei quadratischen Formen l^ m, n besitzen also in der That 
einen gemeinsamen Factor a und es ist demnach 22 »= 0^ Aw = 0. 

286. Zweiter Fall; zweite Unterabtheilung. Die Resultante von l 
und m verschwindet aber auch, wenn l und m zwei lineare Factoren 
gemeinschaftlich haben, d. h. wenn 

m^Q'ly ^ (1) 

wo Q eine Proportionalitatsconstante. In diesem Falle ist aber auch 
n nur bis auf eine Constante von l und m verschieden. Denn 

„ == (k, m)* = Q Qc, T)\ 

und da (k^ Vy »s m, so hat man: 

Unter diesen Voraussetzungen aber gilt zunächst der Satz: 

^^Sind die drei quadratischen Co Varianten ly m, n einander 
proportional und von null verschieden ; so kann Au nicht 
verschwinden," 

Wir beweisen diesen Satz indirect. Wäre nämlich Au «= 0^ also 
l und damit auch n und m ein volles Quadrat, so hätte man zunächst 

Au = 2C+^ = (vgl. Nr. 267) . (2) 
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Aüdenitheils war (vgl. Nr. 266): 

A 
3 






(3) 



Demnach ist 

= Zm- 1(2(7 + ^)ä. 
oder wegen (2) 

(/;n-|z)*=im = pP. (4) 

Weil aber w = p^ Z , so ist auch 

(/•,„_|/y^(«,*_|)(/-,0« (5) 

und also durch Gomparation 

Nun soll aber l das Quadrat einer linearen Form a^ sein; dem- 
nach können wir die letzte Gleichung auch schreiben: 

(/; ay = (a af «* = ^^^ «* ^ Const. X a^. 

Durch einmalige üeberschiebung dieser Gleichung über a^ folgt: 

(aa)»o» = 0, 

d. h. f besitzt den Factor «a- vierfach. 

Dann ist aber auch A; das Biquadrat von a. Denn in der Gleichung 

verschwindet wegen (aa)^a^ = (6a)*6^ = die ganze rechte Seite 
und es ist sonach 

(Ä, «) = 0, also M, = Gonst. x a*. 

Bilden wir daher die Covariante l, also die vierte Üeberschiebung 
von f über k, so ist diese vierte Üeberschiebung null, weil sowohl / 
als Je den linearen Factor a^ vierfach besitzen. Es wäre demnach 
unter der Annahme Äu = 

das ist aber gegen die Voraussetzung, und sonach muss Au ^ sein. 

287. Schärfere FonnuUrung unserer Foraassetmngen. Wir können 
nun unsere Bedingungen schärfer abgrenzen. Sind die drei quadra- 
tischen Formen einander proportional, so muss 2, wegen Äu ^ 0, zwei 
von einander verschiedene lineare Factoren besitzen, d. h. es muss sein: 



(2J 
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m==Q'l = Q'a'ß und n = p^ • a • /J, 
wo a und ß die beiden linearen Facioren sind. Es ist demnach 

(lay = 0, {maf = 0, (naf^O . 

{lßy = 0, (m/3)2 = 0, lnßy = 0. ^^ 

Da aber: 

m = Q'a'ß'=>(k,iy = Q (Ä, aßy 

ist, so erhalten wir hieraus: 

und ebenso: (Je, aß^y = 

Ebenso folgen aus diesen Gleichungen (1) für die Form z/ die 
beiden Relationen: 

{j, «/33)==or ^""^ 

wie man erkennt, wenn mau diese üeberschiebungen mit («/?)* multi- 
plicirt, und alsdann {aßy^Qck^y nach dem Identitätssatze entwickelt. 
Nun sind die zweiten Üeberschiebungen von /' über l und m lineare 
Functionen von i, ^ und P. Wenn wir daher (f, ly und (/", w)* 
noch viermal über a^'ß schieben, so verschwinden die so entstehenden 
Invarianten, d. h. es ist: 

In die Relationen (2.) können wir noch die Symbole von / ein- 
führen. Es ist: 

(A-, „^ßy=^(aby(alhl, alß^y^{aby(aay{ba){bß) = 0. 

Multipliciren wir diesen Ausdruck mit (ajS)*, und wenden auf 
(aby(aßy den Identitätssatz an, so kommt: 

= {aby (aßy (aay (ba) {bß) = (a«)^ (ba) (6/3) { (aa) (bß) — (6a) (bß) } \ 

Entwickelt man die rechte Seite nach dem binomischen Lehrsatz, 
so findet man, dass alle Glieder bis auf das erste wegen der Re- 
lationen (3) für sich allein verschwinden. Es muss sonach das erste 
Glied selbst null sein, d. h. wir haben statt der Relationen (1) die 

beiden folgenden: 

(aay'(aa)(aßy = 0\ 

(aßy^iaß)(aay = o\' 

wobei die zweite aus der ersten durch Yertauschung von a mit ß ge- 
wonnen wurde. Hiezu treten die beiden Relationen (3), welche wir 

schreiben können: 

{aay{nßy = 0) 



(4) 
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Die vier Gleichungen (4) und (5) müssen also zusammen bestehen, 
wenn m =a q-I '^ q- a'ß und n = 9* • a «/S ist. 

Nun kann das erste Gleichungspaar (4) aus drei verschiedenen 
Ursachen verschwinden. Es kann sein 

(auf =0, {aß){aay = 0*) (1) 

(aaf =0, (aßY «0 (2) 

(aa) (aßf = 0, (aß) {aaY = 0. (3) 

Demnach spaltet sich der Fall 

w = p m = 9* / 

in drei Gruppen, deren jede wir nun einzeln untersuchen wollen. 

288. Erste Gruppe von Bedingungen. Es sei: 

(aay = 0, (1) 

{aaYiaß) =0, (2) 

und hiezu 

(o«)*(a^)* = 0, (3) 

(a/J)*(aa)* = 0. (4^ 

Sondert man von den ersten drei Bedingungen einen Moment 
den Factor {aaY, ab, so sind die übrigbleibenden Factoren 

(aay, iaa)(aß), {aßf 

die Goefiicienten von aas und ß^ in der Entwicklung 

Multiplicirt man demnach diese Relation wieder mit (aay, so 
kommt: 

(aayaliaßy = (aa)*(«^)'< - 2(aa)»(a«)«,^, + (aa^ßl -= 0. 

Es ist daher: 

(«a)*o» = 0, d. h. 

„der Factor «a? ist ein cubischer Factor von /*". 

Dieser Fall fuhrt also zu dem nämlichen Resultaten wie der bereits 

vorhin behandelte: 

l = ar^ m = as, n = at. 

289. Zweite Gruppe von Bedingungen. Es möge ferner stattfinden: 

{aaf =0, {aßy =01 

{aay {aßy = 0, (aßf (a«)^ == f ^"^ 

Versucht man die Form f mit Hilfe der linearen Factoren ax 
und ßx darzustellen^ so erhält man aus der binomischen Entwicklung 



•) Der Fall {aßY = 0, (aa) (aj5)* « ist nicht verschieden von (1); denn 
er entsteht dnrch Vertanschung von a mit ß. 
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unter Anwendung der Belationen (IT) das Resultat: 

(«/?)• al 6(a/J)(aa) a, ß^ [(a^)*(^+ ^(a^)»(««)» «« ß^ + (««)* /J^} , 

d. h. die Form sechsten Grades zerfällt in das Product einer biquadra- 
tischen Form W, multiplicirt in die Govariante l =^ aß. Die Gleichung 
sechsten Grades kann also in diesem Falle durch Division mit der 
bekannten Govariante l auf eine biquadratische reducirt werden. Der 
biquadratische Factor steht aber noch in engerem Zusammenhange 
mit {. Untersucht man nämlich wie bisher auch die üeberschiebungen 
von k über Potenzen von a und ß, so zeigt sich, dass die vierte üeber- 
schiebung von k über a^ ß und über ß^ a verschwindet. Denn man 
erhält, wenn man um auf die Bedingungen zu gelangen^ 

(kay {kß) X« 2 (aiy {attf (ba) (6/3) 

mit (aßY multiplicirt: 

(aby {aßY (aay (ba) (bß) = (aa)' (ba) (bß) { (bß) (aa) - (aß) (ba)]' 
= (aay(ba)(bßy - 4{bßy(bay(aay{aß) + 6(aay(aßy(bay(bßy 

'- 4(bay{bßy(aay(aßy-{'(aßy(aay(bay(bß)^0. 

Es ist also in der That 

(ÄJ, a^ßy = und ebenso (*, ß^ay = 0, 

und deshalb auch [vgl. Nr. 287 (2») und (2b)] 

(J, ä^ßy — und (J, ß^ay = . 

Will man also k oder zf durch a und ß darstellen^ so verschwinden 
aus diesem Grunde die Coefücienten der ungeraden Potenzen von a^ 
und ßx, d. h. k sowohl als ^J werden dadurch in die Normalform 
transformirt Demnach sind a und ß gemäss der Theorie der biquadra- 
tischen Formen (vgl. Nr. 179) nichts anderes, als die linearen Factoren 
einer der drei irrationalen quadratischen Covarianten, in welche die 
Form t von k sich spalten lässt, d. h. 

,,Die Form f ist das Product einer biquadratischen Form in 
einer ihrer irrationalen quadratischen Covarianten.'^ 

290. Dritte Gruppe von Bedingungen, Ist endlich: 

(aa) (aßy = , (aß) (aay = , 
(aay (aßy = , (aßy (aay = , 
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so reducirt sich 

auf die drei Glieder: 

(aßfa', =- {aßYai - 20 (a^)»(aa)»«5/»i + {aafßl, 

d. h. /*= reducirt sich durch die Substitution al = x^y ßl = x^ auf 
eine quadratische Gleichung. Untersucht man überdies die Ueber- 
schiebungen von Ic über a und /3, so findet sich; dass nicht nur 

(Ä, a^ßy = und (Ä, aß^f = 0, 

sondern auch, dass 

(Jfca)*-=0 und (Ä/J)^ = 0, 

wovon man sich leicht auf dem nun schon öfters eingeschlagenen 
Wege überzeugen kann. Daraus geht aber hervor, dass h das Quadrat 
von l ist; denn in der binomischen Entwicklung - 

U{aßr= [{kß)a,^{ka)ß:,]' 

verschwinden alle Glieder bis auf das Glied (]^af(kßyalßl. 

291. Zummmenfassung der Besuttate, Wir haben demnach fol- 
gende Sätze: Ist 

m = p • i = Q'U'ß , 
so ist 

1) entweder a^ ein cubischer Factor von f, und er« ergiebt sich 
rational nach der Methode für Aufsuchung des grössten ge- 
meinschaftlichen Theilers von f und l , 

2) oder /'zerfallt in eine biquadratische Form und die Covariante l, 
welche zugleich Factor der Form t von jener Form h ist, 

3) oder endlich f lässt sich durch die Substitution 

Xi = CCx j 3?2 ^^ r-» 

« 

auf eine quadratische Gleichung reduciren. 

292. Zweiter Faü; dritte Unterabtheihmg. Die Resultante JU ver- 
schwindet endlich auch, wenn eine der quadratischen Formen l oder m 
null ist. Verschwindet Z, so ist m a priori null, da ja m = (Je, If ist. 
Man kann aber auch beweisen, dass, wenn m »* 0, nothwendig auch 
l verschwinden muss. Nehmen wir nämlich an, l sei >0, weim 
m = 0, dann ist wegen 

= (z/, m)^ = ^ m + ^ Z (vgl. Nr. 265, 2), 

^1^0, also C = 0, 



3 



2 

und demnach, da ja Aim = (l, w)* = = — {B* -{' AC) auch B = 0. 
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Es ist aber 

und somit rerschwindet auch Au. 
Nun ist (vgl. Nr. 266, 5) 

also 

Schieben wir anderntheils (/*, w)* zweimal über f, so erhalten wir 

^ + -3-- 

Dieser Ausdruck ist null, da (/*, nCf verschwindet; da aber l nach 
Annahme von null verschieden sein soll, so ist 

Schieben wir diesen Ausdruck zweimal über h^ so kommt 
Daher ist: 



4^=0. 



Es müsste also auch wegen 



2' 8= sein, was gegen unsere Annahme ist 

Wenn also eine der drei quadratischen Formen verschwindet, so 
verschwinden auch die beiden andern. 

Nehmen wir nun an 

(1)Z = 0, (2)t^0. 

A 
Dann ist, wegen (/*, ?)* = 2^^ + y it = 

d. h. nach der Theorie der biquadratischen Formen: Ic ist entweder ein 
volles Quadrat, etwa 
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oder auch k ist ein Biquadrat, etwa 

Im ersten Falle, in welchem (a/3) <0, ist also nach Voraussetzung 

Weil aber nach Nr. 253 (1) in jedem Falle (f, ky gleich null ist^ so 

hat man auch: 

(aky a| ifcy = , 

da die Elemientarcovarianten rechts verschwinden. Ersetzen wir links 
k durch a*/5*, so erhalten wir 

ai {au) {aß) { a, (aß) + ßy (aa) } = . 

Nun sind a und ß von einander verschieden und da diese Relation für 
jeden Werth von y gilt, so müssen die Coefficienten von a^ und ß^ 
einzeln verschwinden, d. h. es muss sein: 

ai{aa)(aßy = 
ai{aay(aß) = 0: 

Multipliciren wir die erste Gleichung mit «x, die zweite mit — ß^ 
und addiren, so kommt: 

öj (aa) (aß) [ (aß) «, - (aa) /3, } = ai (aa) (aß) («/?) = , 
also: 

ai(aa)(aß) = 0. 

Versucht man daher aj vermittelst der Identität 

ai{aßy= {(aß)a, — (aa)ß,]^ 

darzustellen, so reducirt sich die binomische Entwicklung in diesem 

Falle auf 

ai(aßy = (aßyai-(aayßl, 

d. h. „Die Form f reducirt sich auf eine binomische Gleichung, wenn 

B = 0, 1 = 0, * = a«/J«." 
Ist aber neben { «= die Form k ein Biquadrat, also 

k = a\ (1) 

dann ist immer noch: 

also wegen (1) 

ai(aay «= 0, 

d. h. „Die Form f besitzt den linearen Factor a vierfach/' 

Umgekehrt: Besitzt f einen vierfachen linearen Factor «, so ist 
k ein Biquadrat und l identisch null. Denn es ist dann: 
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;j 



a* Qca) = {aVf a* • {aa) a, ßl 

= , wegen aj (aa)^ «= . 
Also: (Ä, a) = 0, d. k Ä = «i . 

Deshalb ist aber auch (f, Ä)* = , d. h. ? = , wie behauptet 
wurde. 

Anmerkung, Ist k identisch null, dann ist f entweder eine Octaeder- 
form und kann nach der in Nr. 195 gegebenen Methode aufgelost 
werden, oder f besitzt einen linearen Factor a^ mindestens fünffach 
[vgl. § 19, über die Formen, für welche (/", /)* = 0]. 

293. DriUer Fall: ^ = 0, C — 0. Wir wollen endlich noch 
zwei Fälle erwähnen, in welchen die Inyariantenrelationen zwar nicht 
auf algebraisch, so doch mit Hilfe elliptischer Functionen losbare 
Gleichungen herführen. (Vgl. Clebsch § 114 der „Binären Formen".) 
Bildet man nämlich das Formensystem der Modulargleichung (Jacobi, 
„Fundamenta", S. 27) mit dem einen Parameter u\ 

v^ + 4m^v^ + bu^^ — 5tt*t;2 — 4tit; — w« = (1) 

für die Transformation fünfter Ordnung*), so zeigt sich, dass die In- 
varianten A und C identisch verschwinden. Umgekehrt hat dann 
Clebsch (a. a. 0.) gezeigt, dass f^^al sich durch eine lineare Trans- 
formation in die Form 

g) = 6« + 5^1?' + 151* iy* — AZirf ~ 5iy« (2) 

mit dem einen Parameter Z^ welche aus (1) durch die Substitution 

1 + u. 

V = u — ^ 



V 



hervorgeht, stets überführen lässt, sobald ihre Invarianten A und C 
verschwinden. In diesem Falle besitzen die beiden quadratischen Co- 
varianten l und (i einen gemeinsamen Factor und 



ist die erwähnte lineare Transformation der Form f in tp. 



*) Zur Erklärnng möge hier beigefQgt werden: Ist k der Modul des ellipti- 
sehen Integrals | — — , X der Modul des neuen Integrals, das ans 

ihm durch eine Transformation fünfter Ordnung hervorgeht, dann besteht zwischen 
Yk=^u und }/i=ar die Gleichung (1). 
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294. Vierter FaU: B='^A* C=—^%:A\ Eine zweite 

Gleichongsgattung mit einem einzigen Parameter repräsentirt die 
Multiplicatorgleichung von Brioscbi: 

auf welche die Frage nach dem Multiplicator M führt^ vermöge welchem 
die Beziehung besteht: 

dy 1 dx 

Vä -^') (1 ^'i V) ""• S ' 1/(1 - x^) (l - x'i^ ' 
Dieser Multiplicator M hängt mit v in (1) durch die Gleichung 



^^t,(l_Mi;«) 



V — U^ 



und mit e in (3) durch 



Z -f- 1 



zusammen. Setzt man in (3) je; «= A • — , so kann man sie nach Clebsch 
in der Form schreiben: 



wobei 



«oS' + 6«!^^ + 6a,iri' + a^v' = 0, (4) 



und 



üq ae -f- 9«! «5 = 0. 

Für diese Gleichung (4) findet man nun durch directe Rechnung die 
beiden sie charakterisirenden Invarianteneigenschaften: 

und umgekehrt sind dieselben genügend^ um die allgemeine Form f 
durch die aus 

— 8 (a{^aG^ + ao^ag^) |- 1? = m — — / 

sich ergebende Transformation in die Form (4) überzuführen. 

Anmerkung 1. Die Modulargleichung (1) wurde von Hermite zur 
Auflösung der Gleichung fünften Grades benutzt. Er fand, dass diese 
Gleichung sechsten Grades eine Resolvente fünften Grades besitzt, 
für welche (7 >» ist, die sich also in die Form bringen lässt: 

6y« 
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Brioschi dagegen ging von der Multiplicatorgleichung (3) aas und 
kam von dieser auf dieselbe Resolvente wie Hermite. (Vgl. die dies- 
bezüglichen interessanten historischen Entwicklungen in: Klein, w Vor- 
lesungen über das Ikosaeder", insbesondere § 3, S. 144.) 

Anmerkung 2. Ich erwähne hier noch der Vollständigkeit halber 
die beiden Briirschen Normalformen der Gleichung sechsten Grades 

3fi + a3(^ + ha? + cx^+ 1 = 0, 

in welche sich jede Gleichung sechsten Grades nach Adjunction einer 
Wurzel einer Gleichung fünften Grades (vgl. Nr. 273—276) linear trans* 
formiren lässt. Die Discriminante dieser Gleichungen zerfällt in zwei 
rationale Factoren (vgl. Math. Annalen, Bd. XX ^ S. 330). 

§ 31. Simultanes System einer quadratisohen und oubisohen Form. 

295. Allgemeine Betrachtungen. Die simultanen Systeme mehrerer 
binärer Formen spielen in vielen Problemen der Mathematik eine her- 
vorragende Rolle. Ich erinnere nur an die Lösung der Gleichung 
neunten Grades , welcher die neun Wendepunkte einer Curve dritter 
Ordnung genügen, an die Dreitheilung elliptischer und hyperelliptischer 
Functionen, an die Reduction elliptischer Integrale erster Gattung 
auf die Normalform, an die Theorie rationaler Curven, an die Unter- 
suchungen über apolare und involutorische Systeme etc. Es erscheint 
daher angezeigt, an Beispielen zu zeigen, in welcher Weise derartige 
Systeme aufgestellt werden. Die einfachsten und sofort allgemein zu 
behandelnden derartigen Systeme sind simultane Systeme von n linea- 

ren Formen, die aus den n Formen selbst und den -^-^ — Deter- 

minanten (ab) bestehen; ferner das simultane System von n quadra- 
tischen Formen, das wir bereits früher aufgestellt haben. Es bietet 
auch wenig Schwierigkeiten, die Formen des vollständigen Systemes 
zu ermitteln, das entsteht, wenn ein bereits bekanntes volles System 
mit dem vollen System von n linearen oder n quadratischen Formen 
überschoben werden soll. Dagegen werden die Untersuchungen bereits 
complicirter, sobald es sich auch nur um das simultane System von 
zwei Formen handelt, von denen keine quadratisch oder linear ist. 
Wir werden demnach im Folgenden zwei Beispiele ins Auge fassen; 
in dem ersten wird eine der Grundformen eine quadratische Form sein, 
die andere cubisch; im zweiten werden beide Formen den dritten Grad 
besitzen. Wir wenden uns nun dazu, das simultane System einer 
quadratischen und cubischen Form zu studiren. 
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296. Disposition der Aufgabe. Die beiden gegebenen Formen seien 

f=al, 9 = «^) 
das volle System von f besteht aus den zwei Formen 

das von q> aus den vier Formen 

9), z/, ö, R = Ajj. (2) 

Durch üeberschiebung vollständiger Systeme entstehen wieder voll- 
ständige Systeme. Das volle simultane System von f und (p erhalten 
wir also, wenn wir Producte 



mit Produeten 



r=q)'' ' J^Q^^ A 



y 



Überschieben, d. h. mit einander multipliciren und auf alle möglichen 
Arten zur Faltung bringen. Da bei der Faltung Invarianten nicht 
betheiligt sind, und da ferner Q Functionaldeterminante von 9 und 
jd ist, so können wir in diesen Produeten von Factoren Ajj und Ajj 
absehen und höhere Potenzen von Q nach der Relation 

(^ ^ - :^ \d^ j^ AjW\ 

durch ^> und A ersetzt denken. Unsere Aufgabe reducirt sich daher 

darauf: 

„Alle jene nicht zerfallenden Formen zu finden, die aus den 

Faltungen 

([7, F)« = (/^, ^>- 'A^^ QY 

hervorgehen, wenn p, x, A, a alle möglichen Werthe an- 
nehmen.*' 

Wir gehen hiebei, wie früher, schrittweise vor, indem wir zunächst 
solche Producte V mit f^ falten, die nur eine Form g?", oder ^'", oder 
Q enthalten. Erst in zweiter Linie werden Faltungen mit Pro- 
dueten V untersucht, die mehr als eine der drei Formen zu Factoren 
haben. 

297. Erste Oruppe von Ueberschidmngen. Wir haben demnach 
zunächst zu untersuchen: Zu welchen Formen geben die Ueberschie- 
bungen 

Veranlassung? Aus dem ersten Operationsymbol ergeben sich nur 
zwei Formen: 

{f, J) und (f, Af c= Af^ , 

Gordan, Inrarianten. IL 21 
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wie aus der Theorie zweier quadratischer Formen bekannt ist. Das 
zweite Operationssymbol führt zunächst zu folgenden sechs Formen: 

(/•,», (/•, 9)', (T, 9)% iP,<p')*, Q',9'f, (A 9*)*. 
Von diesen sind aber die vierte und fünfte Form reducibel. Denn 

(r, 9>*)* enthält das zerfallende Glied (f, tpf • (/, tpf 
und 

Die vier anderen Formen weisen dagegen keine zerfallenden Glieder auf. 
Höhere Potenzen von f und (p brauchen nicht mehr überschoben zu 
werden. Denn jede solche Ueberschiebung (/"?, (p^'Y würde a priori 
ein Glied besitzen^ welches zerfallt, nämlich das Glied 

Das dritte Operationssymbol endlich liefert überhaupt nur drei Formen 

iQ,f), iQ,n\ {Q,ff, 

von denen die erste als Functionaldeterminante einer Functionaldeter- 
minante reducibel ist, während die beiden anderen Formen in das 
System aufgenommen werden müssen. 

298. Zweite Gnippe von Ueberschiebungen, Wir überschieben nun 
Producte V über fQ von der Form 

Allein da die drei ersten Producte den Factor /S besitzen, so wird 
jede der Ueberschiebungen 

(/•?, /ifpY, {fo, JQY, ifQ, dq>qY 

ein Glied enthalten, welches eine Potenz von Afj zum Factor hat, 
also zerfällt. Es erübrigt daher nur noch, die Ueberschiebungen 

ZU untersuchen. Hiebei muss a a priori grösser als 3 und demnach 
Q mindestens gleich 2 sein. Wir haben somit zunächst die drei 
Formen: 

(P,9Q)\ if,vQf, (r^vQf. 

Nur die letzte derselben, eine Invariante, enthält kein zerfallendes 
Glied; die erste dagegen enthält das Glied (/*, g))^ • (/*, Q)\ die zweite 
das Glied (/*, g))* • (Z*^, Qy. Weitere Ueberschiebungen zu untersuchen 
ist überflüssig; sie besitzen stets Glieder, welche die Invariante (f^, vQT 
zum Factor haben. 

299. Zusammenfassung der Besultate. Das simultane vollständige 
System von f und g) besteht demnach aus folgenden 15 Formen: 
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Drei cubische Covarianten: (p, $, {f, (p) = d- 

Drei quadratische „ /*, ^, {f, J) = @ 

Vier lineare „ (f, fpf, (P, 9)», (/) Qf, (A QY 

Fünf Invarianten: A^y, Ajj, Afj, {f, 9«)«, {p, tp • Qf . 

Zwischen den fünf Invarianten muss eine Relation bestehen. Denn 
die beiden Formen f und (p besitzen nur sieben Gonstante, von denen 
drei durch lineare Transformation zum Verschwinden gebracht werden 
können: demnach komien nur vier von einander unabhängig sein. 

300. Einführung einfacherer Symbole für die Formen des Systemes, 
Für die symbolische Rechnung ist es wiederum vortheilhaffc, jene 
Formen des SystemeS; die noch nicht durch ein einfaches symbolisches 
Product dargestellt sind, durch eines ihrer Glieder zu ersetzen. Solche 
Formen sind die beiden linearen Covarianten {f QY und (/^, QY und 
die beiden Invarianten (f^, g?*)^, (/^, (p • Qy, Setzen wir nämlich 

ir.9>y = {aay(ba)b.=q = {f,p), 

so lassen sich an Stelle der beiden andern linearen Covarianten (f QY 
und (f^, Qy die Formen: 

(p, z/) = (2)z/)z/,=r (1) 

resp.: {&, p) = (Sp) &, = s (2) 

und an Stelle der beiden erwähnten Invarianten die Formen 

if, py = (apf = F (3) 

resp. {@j pY = (sp) = — Jkf (4) 

einfuhren. 

Denn es ist: 

und {aJ){aaY jdx = {p, ^) = ** ist ein Glied dieser Ueberschiebung. 
Es ist ferner: 

Greifen wir auch hier das Glied heraus, das durch Faltung der 
Factoren al mit a| , bz mit ^^^ entsteht, so können wir dasselbe durch : 

{aay(aJ)(h^)bz ={p^){b^J)bx 

darstellen. Das symbolische Product {p/J)(bd)bx ist aber ein Glied 
der Ueberschiebung {p, {b/J)bx ^x) = {Py &), nnd demnach lässt sich 
in der That (/^, @y durch (6>, p) = — (p, &) ersetzen. 

21* 
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Des weitern besitzt die Invariante (/^, g>^y das Glied 
(aay (hßy (ca) (cß) = (f, p*y = (apy = F 

und endlich die Invariante (/"», y • 0« = (o» 6« c^, a^(^^)z:^^/S|)« das 
Glied: ' . 

(ß^) . (aay (H • (b^) (ßßf ((» ^) ftx ^« , /)* (®, !>)* • 

Die Tabelle des simultanen Formensystemes wird demnach nach Ein- 
führung dieser neuen Symbole: 



1) 


<P — al' 


Q ^{aJ)alJ^, 


» — {aa) a^ a« j 


2) 


f-al, 


J-{aßyaJ^, 


S-{aJ)a^J^; 


3) 


p == (aay tt^, 


q = (ap) a^ , 
s — (@p) ®, ; 


r = (pz/)^^, 


4) 


Ayy^iaby, 


A^j=={^J,y, 


Afj^iaJy, 




F=^(apy, 


M'^ — i&py. 





Die Ueberschiebungen dieser Formen geben zu zahlreichen Re- 
lationen Veranlassung^ welche bei den verschiedenen Aufgaben, in 
denen gerade dieses simultane System eine Rolle spielt, von Wichtig- 
keit werden. Wir gelangen zu diesen Relationen einmal, indem wir 
frühere allgemeine Theorien über simultane Systeme oder Functional- 
determinanten benutzen, dann durch directes Ueberschieben, ins- 
besondere der quadratischen über die linearen Formen, und der linearen 
unter sich, endlich aber auch, indem wir versuchen, ein und dieselbe 
Form auf mehrere Arten darzustellen. Jedem dieser drei Wege ent- 
sprechend, wollen wir nun eine Reihe von Relationen ermitteln. 

301. Erste Beihc von Relationen. Das simultane System von f 
und df welches aus den sechs Formen 

f, z/, 0, A//, Ajj, A/j 

besteht, liefert sofort eine Reihe von Relationen, die wir schon in 
der Theorie simultaner quadratischer Formen aufgestellt haben. Wir 
erhielten damals (vgl. Nr. 127): 

2-4öö = Af/Ajj — A/j 

A/& = 0, Ajo = 

(1) 2(0, /0 = ^//^-A^r 

(2) 2(z/, &) = Ajjf — Afjd 

(3) - 2& = AffJ^ - 2AfjfJ + Ajjp) 

Die letzte dieser Relationen liefert sofort die in Nr. 299 erwähnte 
Invarianten-Beziehung; denn ersetzen wir in ihr x durch p und setzen 
einstweilen {.^pf "= -^; 



(I) 



(n) 
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so kommt: 

- 2Jf« = AffV - 2AjjF' L-^AjjF". (III) 

Wie wir hier das Qaadrat der beiden schiefen Formen S und M 
durch gerade Formen dargestellt habeü^ so können wir auch die 
Quadrate der drei anderen schiefen Formen, q, r, s des Systemes durch 
gerade Formen darstellen. Man findet nämlich in einfacher Weise 

1 



(1) 

(2) 
(3) 






2 



(IV) 



indem man entweder die früher aufgestellten Sätze über Functional- 
determinanten zu Grunde legt, oder noch kürzer, indem man Iden- 
titäten wie Pjc (ah) = a^ (bp) — bx (ap) und die beiden analogen quadrirt. 

302. Zweite Reihe von Belaüonen. Wir können ferner Formeu- 
beziehungen aufstellen durch directe Ueberschiebung der Formen py q, 
r, s unter sich oder über die Formen f, z^, G, Sie sind durchwegs 
leicht zu berechnen, und wir können uns daher auf solche Beispiele 
beschränken, die wir später bei der typischen Darstellung von f und 
q) verwenden werden. Das sind zunächst die Ueberschiebungen von /' 
über die linearen Co Varianten. Man findet: 



(f,P)^ « (vgl. Nr. 300) 

(f, 3) = - Y ^//-P 

(f, r) = -s + \Ajjp*) . 

(f, s) = + Y (^/^« + ^//A 



(V) 



Zur Verification der drei letzten Relationen dieser Gruppe mögen die 
Entwicklungen dienen: 

(f, 3) = (f. (f, P)) = (.ab){bp)a. = { («6) { (bp)a. - iap)b. } 

(f, f) = if, {p,J))= {pJ){a^)a^; (aJ)a,Jy = ö^ ©,, + -i Afj{xy) 

[vgl. Nr. 125 (2)] 

{f, s)=U {&, v)) = i@p){ae)a, = mn,p) = - l {Ajjd-Ajjf,p) . 



*) In Clebsch, ,,Binäre Formen" ist (/", r) =« + »• 



326 



Dritter Theil. 



Wir fügen hinzu: 

(ip) = (c/; p), p) = (apy - F 

(rp) = - i(J, p), p) {dpy = - L 

isp) = ((@, i>), p) = i&pY = -M 

(qr) = (r/; p), (p, j)) = i-(f, j), pr = - (spy = + m . (vi) 
(qs) = ((f,p), (®,p)) = (r/; ®),i)T — -2 [^//L- AyjF^ 

(rs) = ((^, p), (®, 1^)) = ((^, ®), 2)')* Y {^/^^ - ^^^ -^1 

Mit Hilfe dieser beiden Gruppen (V) und (VI) von Relationen lassen 
sich nun auch sofort die Werthe jener Invarianten anschreiben, welche 
entstehen, wenn wir die Form f zweimal über irgend ein Product zweier 
linearer Co Varianten schieben. Man findet unmittelbar: 

(/; pqf = (q, <?) = 

(f, Prf = (3, r) = + M 

(f, Psy = (q, s) = - 2 {^//Z - A^jF 

(f, qry = - 2 Äyf(p, r) l AffL \ • (VII) 

. C/l qsf Y ^/f^f' s) = - \AjfM 

(f, rsf =(— s + Y^/jp, sj =^\ AfjM 

303. Dritte Itetiie voti Belatioiicu. Die dritte Reihe von Rela- 
tionen hat ihren Ursprung in der Fundamentalrelation dieses 

simultanen Systemes 

= (-/; z/) = (q>, p) . (VIII) 

Wir beweisen dieselbe, indem wir die Form 

@ = (aJ)a^J^==(aßy{aa)aJ^ 

mit Hilfe des Identitätssatzes umformen. Man hat nämlich 

= (aßy (aa) a^ ß^ = (a«) (aß) ß^ { «^ (aß) - ß^ (aa) } 

= (acc) (aß) (aß) «, ß. - (aay (aß) ß^ 
^-(aay(aß)ßl, 

da das erste Glied rechts identisch verschwindet. Föhren wir aber 
in (aa)^(aß) ßx das Symbol p^ = (aaf a^ ein, so kommt: 

© = - (pß) ßl = (g>, p) . 

Aus dieser fundamentalen Relation (VllI) gehen insbesondere folgende 
wichtige Beziehungen hervor: 
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"~ 2"{4/^^.' 



s == (®, p) = i(g>, p), p) = (9, pf = (aj))*a, 

3/ = (s, p) = — ((«p, |))«, i<) = - («j))» 

-r = (^p) ^, = iaßf(ßp)al = (a^, (/JiO^J = i<P, &f 
L = (^iO* = (aß)\»p)(ßp) = ({ap)al, (ßp)ßl) ^ A^^ \ (IX) 

(@,/0 = JJ* + (9, 2) 

Was die letzte dieser Relationen betrifft, so ergiebt sich ihre Richtig- 
keit aus folgender Entwicklung. Es ist 

= («a) «x { «x («jp) + J>x (««) } 

= («ff) «X + Pl = (9^^ ff) + 1^"- 

Wir wollen damit die Untersuchungen über die Covariantenbeziehungen 
des simultanen Systemes von f und g) beschliessen und nun zu einigen 
Anwendungen übergehen. 

304. Typische Darstellung. Die beiden Formen f und g> lassen 
sich mit Hilfe zweier ihrer vier simultanen linearen Invarianten typisch 
darstellen. Gehen wir zu dem Zwecke wiederum von Identitäten wie 

(mY ö« = { (aq)p^ — (ap) g, } ' 

(PQ? «' = { («ff)i>^ — («!>) Q^ } ' 

aus, so ergeben sich für die erste derselben die Werthe der typischen 
Coefficienten unmittelbar aus den Relationen in Nr. 302. Man hat 
beispielsweise: 

1'« . /• = (aqy -1^-2 (ap) (aq) p, q^ + {apf gl 

= (f, qf'P!,- W, M)p.q. + (/", Pf • ql 

= -\Aj,F.pl-\-F.ql 
oder 

Ff^l AfjP,-\-ql, 

ein Resultat, das wir auch schon an anderer Stelle (Nr. 301, IV) 
ermittelt haben. 

Die typischen Coefficienten für die zweite Identität 

- F' ■ 9 = («g)"!^ - 3 («3)* (ap) l>^ <?, + 3 (aq) (apfp^ ql - (apf gj 
berechnet man mit Hilfe der in Nr. 303 entwickelten Relationen: 

® = (9? P) = («!>) «* 
5 = (97 Pf = («!>)* «x- 
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Aus diesen ergiebt sich sofort: 

(apY = (sp) = — M 

(apfiaq) = (sq) = | {A,,L - A,jF} 

(aqf = {(aq) «^ ^f = ((aq) al, Ff^-^ A.^p'J 

= F'(aq) {aay — -^1/' («S) («!>)' = F'(j)q)- ^ Ajf (sq) . 

In ebenso einfacher Weise würden sich die typischen Coefficienten 
berechnen lassen, wenn wir f und 9 durch irgend zwei andere lineare 
Covarianten hätten darstellen wollen. 

305. AusnaJimefälle für typische Darstellung. Die typische Dar- 
stellung wird unmöglich, sobald die beiden Invarianten 

F = {apy 

L = (^pY 

gleichzeitig identisch verschwinden; denn in diesem Falle verschwinden 
auch alle Invarianten 

(PQ), (pr), (ps), (qr), (qs), (rs), 

wie ein Blick auf die Relationen (VI) Nr. 302 lehrt, und demnach 

sind die vier linearen Covarianten nicht mehr von einander unabhängig. 

Das Verschwinden von F und L sagt aber nichts anderes aus, 

als dass f und d den gemeinsamen Factor p besitzen. In diesem 

Falle muss aber (p den linearen Factor p quadratisch enthalten. Denn 

multipliciren wir 

(ap) Jj: — (^p) a^ = (aJ)pa, (l) 

mit ay ^x + ^y «x = 2 (a^ J^)y , (2) 

so kommt: 

{(ap) Jj, — {Ap) ax) (üyJjc + ^y «;,) = 2 ((oz/) a^; ^x)yPx . 

Ersetzen wir aber hierin y durch p, so erhalten wir 

Die linke Seite ist null wegen F = L = 0; also ist auch 

(®, i>) = M'«x=o, 

d. h. 9? besitzt den Factor p im zweiten Grade. 

Ebenso findet mau umgekehrt, dass, wenn 9 einen linearen Factor 
von f quadratisch besitzt, F und L verschwinden müssen und sonach 
Pj q, r, s einander proportional sind. 
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F und L verschwinden auch^ wenn /l proportional f ist, also 
wenn 9 = 0; dann kann aber überhaupt nicht mehr von einem simul- 
tanen System von f und q> die Rede sein. 

306. Bestiltante von f und (p. Um die Resultante von /' und q) 
aufzustellen, benutzen wir die nämlichen Principien, wie wir sie beim 
Aufsuchen der Discriminanten der Form fünfter und sechster Ordnung 
yerwendeten. Es möge A der gemeinsame Factor von f und (p sein. 
Diesen Factor besitzt alsdann insbesondere auch die erste Ueber- 
schiebung von (p über L Sei n der zweite lineare Factor von f\ v 
der zweite von {tpy A), so können wir unsere Bedingungen formu- 
liren: 

Versuchen wir auf Grund dieser Annahmen die Invarianten des 
Systemes zu berechnen, so wird sich zwischen denselben eine Rela- 
tion ergeben, die gemäss der Voraussetzung und nach dem Grade in 
den Coefficienten nur die Resultante von f und q) sein kann. 

Wir berechnen zunächst die Invariante F = {p.pf. Die Form p 
war dargestellt durch: 

p =3 {adf «^ , oder weil a* = A |it , 

Da aber 

so kommt: 

(Ai/, i») = k (i/fi) + 2 f* i^v) =p. 

Bilden wir somit die zweite Ueberschiebung (ap)^ = F, so erhalten wir 

F = (al, A* (v(iy + A . ^ (vii) av)+l ^» (Av»))' 

oder weil a]^ = A • ft, und demnach das erste und dritte Ueberschiebungs- 
glied gleich null, so wird: 

F=(al, hl iv(i) (X v)y = (v fi) (X v) . Ajy . (1) 

Berechnen wir sodann die simultane Invariante A/jj so findet man: 

Ajj = (JX) (Jf,) = (aßf (/JA) (a(i) . 

Der Ausdruck rechts ist nichts anderes als die zweite Ueberschiebung 

(f/JA) ßl , (a(i) «!)« = (Ar , («(i) aiy = (« A) (av) (afi) . 



Nun ist: 



2 •'V'^f*/ -r 2 



2 
} 
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Nun ist aber: 
(al) (av) (aft) =-= ((a A) al, (ivf = (Xv, fiv) = -- (vft) (Av), 

somit: 

2^/^ = (i//*)(Ai;). (2) 

Setzen wir den Werth von (vfi) (Xv) in die Relation (1) ein, so kommt: 

Diese Relation besteht also unter der Voraussetzung, dass f und 
q) einen gemeinsamen Factor haben. Sie ist überdies vom Urade 
2 -f- 3 =» 5 in den Coefficienten, und ihre linke Seite darf somit als 
Resultante von f und (p betrachtet werden. 

§ 32. Das simultane System zweier cubischer Formen. 

307. Erste Formiilirung der Aufgabe. Das vollständige System 
einer cubischen Form besteht aus den vier Formen: 

Es sei q> eine zweite cubische Form; die Formen ihres vollen 
Systemes wollen wir bezeichnen mit 

«^ = 9, {9,<py = p'> (q>,r) = K, {r,ry = A^^. 

Wir stellen uns die Aufgabe, das simultane System der beiden 
Formen f und fp zu ermitteln. Nach den allgemeinen Sätzen, § 38, 
erhalten wir dasselbe, wenn wir die beiden Producte 

über einander schieben, d. h. also mit einander multipliciren und das 
Product U' V auf alle möglichen Arten in bekannter Weise falten. 
Enthält eine solche Ueberschiebung 

kein zerfallendes Glied, so liefert sie eine Form des Systemes. 

308, Heduction der Aufgabe, Die Zahl der zu faltenden Producte 
ü' V lässt sich von vornherein reduciren, insofern sich bis auf wenige 
Ausnahmen leicht erkennen lässt, welche derselben auf Ueberschiebungeu 
mit zerfallenden Gliedern führen. 

Erstens: Producte, welche höhere als die zweite Potenz von J 
resp. F enthalten, bleiben unberücksichtigt, wegen der bekannten 
Relation: 

Zweitens: Enthält U eine Form /l und gleichzeitig V eine Form 
F, so sind höhere Faltungen als die zweite ausgeschlossen, da stets 
Glieder mit dem Factor Ajp^ = {J, fY gebildet werden können. 
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Drittens: Bei UeberschiebuDgen^ welche den Grad 3 übersteigen, 
kann U nur Einen Factor f oder Q, und V nur Einen Factor 97 oder 
K enthalten, da diese Formen von gleichem Grade sind und somit 
stets Glieder auftreten würden, welche die dritten Ueberschiebungen 
{f} ^>Y> {f} -ST)', (9, QY zum Factor haben. Bei niedrigeren Ueber- 
schiebungen ist aber ohnehin der Fall ausgeschlossen, dass U oder V 
aus mehr als aus einem Factor besteht, wenn dieser dritten Grades ist. 

Viertens: Ueberschiebungen einer Potenz von fy oder Qj über eine 
Potenz von F y bleiben unberücksichtigt, da schon (/"*, F*)*, oder 
{Q^i F*/ Glieder enthalten, welche Producte früherer Ueberschiebungen 
sind, nämlich: (/*, rY-iUrT oder ((?, r)«.(Ö, F)'. 

Von allen Producten U' V sind also nur jene zu falten, in welchen 

1) sowohl U als V nur eine Form enthält, 

2) U (oder V) eine Form, V (oder U) eine zweite Potenz von 
r (resp. jd). 

309. Aufstellung der einzelnen Formen, Wir bilden nun die 
einzelnen Ueberschiebungen : 

1) U=f\ V=g>. 
Ihre Ueberschiebung liefert drei Formen: 

(f, 9) = », if, vY = 0, (f, 9)' = J- 

2) 0-=-/-, F=r, oder U'^J, V^q). 
Wir erhalten sechs Formen: 

if, f"), (f, F)», (f, P'f 

(<p,j), {q>,jy, (9,r*)». 

3) U='J, F=r. 
Es entstehen die zwei Formen: 

{J, F) und {J, Ff. 

4) U= Q und V 

sei irgend eine Form des zweiten Systems. Als erste Ueberschiebungen 
treten die Formen auf: 

(Q, 9), (Q, r), (Q, K), 

und entsprechend 

{K, n, (.Q. ^); 

sie sind als Functionaldeterminanten von Functionaldeterminanten 
reducibel. 

Als zweite Ueberschiebungen erhält man: 

{K, ff, (Q, jy. 
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Von diesen ist {Q, Ky reducibel; denn falten wir das Product 

zweimal, und bilden insbesondere das Glied 

G = a^a^(ar) («r) (aJ) (aJ), 

so lässt sich auf dasselbe der Productsatz unmittelbar anwenden und 
man findet 

G = «;«. aa, {aF) {aF) (aJ) {aJ) 

= \a,a,[{F af {^af + {FaY {J af — {FJf {aaf ] . 

Das erste Glied rechts ist wegen (-^a)* oder (Fccy null. [Vergl. 
Nr. 145, (I).] Das zweite ist (f, Ff • (<p, z/)% das dritte (F, df • (/*, q>)\ 
Es ist somit das Glied G reducibel, folglich (^, Kf selbst. 

Als dritte Ueberschiebungen erhält man endlich: 

{Q, ry, {K, ry. 

Von diesen Ueberschiebungen sind die beiden letzten reducibel. 
Es ist nur nöthig, dies von (K, A^f zu zeigen; für die Form (^, F^f 
folgt die Keducibilität aus der entsprechenden Bedeutung der Formen 
Q und F* Die dritte Polare von K ist: 

ferner die dritte Polare von ^i 
Indem wir das Product 

{aF) CCl Fy • Ayl Jly Ji^ 

auf alle möglichen Arten dreimal falten, erhalten wir die Ueber- 
schiebuDg 

(K, jy = 1 (a F) (« jy (FZ/.) z/i. + I (a r) (« d,) {FJ) (« J) . 

Die DiflFerenz dieser beiden Glieder ist aber null, da sie den 
Factor {aFf enthält (vergl. Nr. 145), folglich sind beide einander 
gleich, und wir erhalten: 

{K, J'f = {aF) {ajy {FJ,) z/,.. 

Ersetzen wir hier A^ durch {aVfaxhx, so kommt: 

(JBT, Af = {aVf (« Ay {aF) {Fa) h 

= {aF){Fa)h[{bA){aa) - {aA){ba)]K 

Entwickelt man rechts nach dem binomischen Lehrsatz, so ist 
das erste und letzte Glied null wegen des Factors {bAf. Es reducirt 
sich also: 
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(K, zjy = — 2(«F) (Fa)(a«) (6a) (az/) (6^) K 

= — 2{aF) {a^) {hJ) {aa) h [ {Fh) (aa) — (ah) (Fa) } 

= — 2(aay(ar){rb){aJ)(b^)h. 

Da rechts der Elamnierfactor {aay auftritt , so suchen wir diesen 
Ausdruck mittelst der Reihenentwicklung 

umzuformen. Ersetzt man nämlich in ihr y durch ^^ x durch Fj 
so kommt: 

(aa)*(rtz/)(aF) = {@r){@d) + \ J{JF). 
Tragen wir dies in {K, 4d*y ein, so erhalten wir: 
(ÜT, ^)» 2bribJ) {Fl) \{&F){@J) + 2- «^C^/^)! 

= + 26, {hJ) (@^) (6r) (©F) + J{JF) (bJ) (bF) b^. 
FQr das erste Glied liefert der Productsatz: 

(pJ){ßJ){bF){&F) = \ { {h^y {&Ff + (©//)* (bFf- {JFf{b&f j . 

Das erste Glied in dieser Summe ist null wegen {b/f)*. Man er- 
hält also: 

(K, ^f = iß, jf . (f, Ff - (^, Ff • if, (/•, <iP))* + J(r, (^, F)y . 

Die beiden Covarianten {K^^y und (QF^y sind somit reducibel 
und das ganze Formensystem der zwei cubischen Formen f und 9? 
besteht also aus 26 Formen. 

Eine biquadratische: 

(fy 9>) = (««) »* aJ = -ö". 
Sechs cubische: 

f, q>, Q, K, if, F), i<p, d). 
Sechs quadratische: 

^, 1^, (f. vY = ®, (^, r), («, 9')^ (ü:, /•)^ 

Sechs lineare: 

(/", F)«, (9, ^)S (f, F^y, (9, ^*)^ (^, Ff, (K, Af. 
Sieben Inrarianten: 
Ajj, A^^, AjF, if, <py - J, iQ, Kf, iQ, q>f, iQ, f)'- 
Von den linearen Formen erhalten zwei eine besondere Bezeichnung. 
Wir setzen 

{ff ry = («f)^«*= »x = Ä 

{% Jy = {aJyax^Px =p* 
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310. Eocposition der folgenden Aufgaben, Nachdem wir im Vor- 
hergehenden die Formen ermittelt haben, ans denen das vollständige 
System von f nnd qp bestehen muss, wird unser nächstes Ziel nach 
den Beziehungen und Relationen gerichtet sein, welche, sei es zwischen 
den Formen des Systemes selbst, sei es zwischen deren Ueberschiebungen 
bestehen. Die allgemeinen Wege, welche dazu führen, sowie die 
hiebei sich einstellende Nothwendigkeit der Einfährung neuer gleich 
berechtigter Formen an Stelle alter Formen, haben wir wiederholt 
an den geeigneten Stellen klar gelegt. Wir greifen hier indes der 
systematischen Methode vor, indem wir uns zunächst, in Folge der 
Wichtigkeit der sich hiebei einstellenden Resultate, mit den linearen 
Co Varianten p und n beschäftigen, deren erste Ueberschiebung über 
f und q> sowohl, als deren' Quadrate wir vor allem berechnen wollen. 
Hiebei ist es, wie überhaupt bei allen kommenden Untersuchungen, 
stets hinreichend, die Berechnungen für eine je zweier gleich berechtigter 
Formen (/*,!)) nnd (qp, ar), oder (/*, ä) und (9, i>), oder ^ und a* 
durchzuführen, da die Resultate für die andere der beiden Formen 
einfach durch Vertauschung von a mit a gewonnen werden. 

311. Die ersten üeberschiebtmgen von f und q> über p und n. Die 
erste Ueberschiebung von f über p ist dargestellt durch : 

Subtrahiren wir auf der rechten Seite die Grosse 

= (a«)(az/)'^««, 
so erhalten wir 

{f,p) = {aa)\a\{aJf ^ al{a^)^\ 

Der letzte Factor rechts ist aber gleich — {aa)^x gemäss dem 
Identitätssatze. Folglich ist: 

(/*? P) = — ifloif^x {öx(a/^ + a^{aJ)\, 
oder: 

(/•, i>) = - 2((aa))* a. «,, J) 2(0, J) . (1) 

Also ebenso: 

(<p, «) = - 2(0, n (2) 

Es ist ferner: 

(f,n) = al(ab)(bry. 

Vertauscht man wegen des Factors (ab) das Symbol a mit b und 
nimmt die halbe Summe, so kommt: 

1 {ahy F, { a, (b F) + K (aF) } , 
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oder: (/", n) {{aVfa^h.^, F) = - {J, F). (3) 

Also auch: 

{.9,P) (^, ^)- (4) 

Diese beiden üeberschiebungen sind also bis aufs Vorzeichen ein- 
ander gleich, und man gewinnt daher aus (3) und (4) die Funda- 

mentalrelation: 

(/•,«) + (<P,i') = 0. (5) 

312. Eine Unterstichung über die Fundamentalrdation (f^ ^)+(%l>) 0. 
Ehe wir dazu übergehen, die Quadrate von p und n: zu berechnen, 
wollen wir uns die Frage vorlegen, ob nicht die Formen p und n 
bereits durch die Relation 

(/■,«) + (9», 1>) = (1) 

vollständig definirt sind. Die zu stellende Frage können wir in der 
Form aussprechen:. Für welche Werthe von y und wird die Summe 
der beiden Polaren fy + q)^ 

identisch null? So lange f und g> Formen beliebiger Ordnung sind, 
wird es nicht möglich sein, wenn nicht anderweitige Bedingungen 
stattfinden, solche Werthe zu bestimmen. Nur in dem Falle, wo f 
und 9 quadratische Formen, giebt es unendlich viele Werthe. Bei 
Formen dritter Ordnung findet man nur ein einziges Werthsystera, 
bei biquadratischen überhaupt keines, wenn nicht eine bestimmte 
simultane Invariante verschwindet Dies lehrt schon eine einfache 
Constantenabzählung. ' 

Wenn wir nun hier für cubische Formen die Frage beantworten 
wollen, so verlangt zunächst die Identität: 

fy + 9>» = 0, 
da sie unabhängig von x erfüllt sein soll, dass die Coefficienten von 
a?!*, 2X1X2, x^ für sich allein verschwinden. Das liefert drei Gleichungen 
ersten Grades für die Verhältnisse der vier Grossen yj j/g s^ z^, nämlich: 

«0^1 + «i !/2 + «0^1 + «1^2 = 
«1 Vi + <hy% + «1 ^1 + «2^» = 

«2^1 + «3^2 + «2^1 + «3^2 = 0. 
Gemäss der Theorie der Auflösung linearer Gleichungen (vergl. 
Bd. I, Nr. 111) sind also die Werthe von y^ y^ Zy z^ proportional den 
einzelnen Determinanten der Matrix 

«0 «1 «0 «I 
(ly d^ o,y a^ 

«2 öTs «2 «3 
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Es ist: 



«►»1 = 



«1 «0 «1 




% «1 «2 




«3 «2 «3 











8 



fl, 



S 



« A« 



= a^a^ß^{aa)(aß){aß) . 



'2 •*! "-2 r2 

Vertauscht man rechts a mit /3 und nimmt die halbe Sumnoe^ 
so kommt: 

^a,{aßf{aa){aß) 



9yi = 



oder: 



Ebenso: 



2 
1 



Qyi= v«2(«^)*= v^«- 



2 



2 



P»2 = - 4- «1 (ö^)^ = — V ^1 



2 



^^1= T«2(«^)^ = 



1 - 



(>^2 = — Y «1 (a-^)^ = — Y-P»- 

Man erkennt, p und ä sind die einzigen Werthe, für welche die 
Identität (1) besteht, und sie sind demnach durch sie vollständig 
definirt 

Bei quadratischen Formen wäre die Matrix V nur zweizeilig ge- 
wesen; zwei lineare homogene Gleichungen mit vier Unbekannten 
werden aber durch unendlich viele Werthe befriedigt; bei biquadrati- 
schen Gleichungen aber wäre die Matrix V vierzeilig gewesen, und 
die Bedingung, dass vier lineare homogene Gleichungen mit vier Un- 
bekannten durch ein bestimmtes Werthsystem derselben befriedigt 
werden können, ist gerade durch das Verschwinden dieser Determinante 
V ausgedrückt. 

313. Berechnung von p^ und 7t\ Unsere nächste Aufgabe ist, p^ 
als lineare Function quadratischer Covarianten darzustellen. £s war 

p = (ß^yß, = {ajya,, 

Führen wir für ^ seinen Werth (aby^a^hx ein, so wird: 

p = (ahy (aß) (hß) ß.. 

Multipliciren wir die beiden so erhaltenen Werthe für |), so kommt: 

p8 = (az/)« «, (abfiaß) (bß) ß,. 

Hierin fordern die beiden quadratischen Klammerfactoren zur Be- 
nutzung der Identität auf: 

{aJfiaVf = {{aa)Q>^) - (ha){ad)]\ 

Wegen der rechts auftretenden Facto ren {b^dy^ {^^Y reducirt 
sich also der Werth von p^ nach Einführung dieses Werthes von 
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{aJfiahf auf: 

^ 2{aa)Q)tt){aß){hß){aJ){hJ)a^ß,. 

Diesen Ausdruck wird man wegen der vier ersten Factoren mit Hilfe 
des Productsatzes umformen. Man erhält: 

j^ (aJ)(bJ)a,ß, {{aayibßY + (aßy{bay-(aby{aßy} . 

Die beiden ersten Glieder rechts gehen durch Yertauschung von a 
mit b in einander über^ sind also einander gleich; daher: 

p^ ^(aby (aßy (aJ) (6^) a^ß, - 2(aa)« (bßy {ad) {bJ) a,ß.. (6) 

Der erste Term rechts ist nichts anderes als das Product 

{aby (aJ) {bJ){aßy a, ß, = Äjj • F. (7) 

Um den zweiten Term umzuformen^ benutzen wir wegen des Factors 
(aay die Reihenentwicklung: 

(a ay tty «x = 0, ®y + Y J{yx) . (8) 

Denken wir uns in ihr y durch d ersetzt und alsdann den Werth 
von {aay {ad) a^ in den zweiten Term (6) eingetragen, so wird derselbe: 

^2{aay{ad)u,\bßy{bJ)ß, 2{bßy{bJ)ß,[s,{eJ)+\jdJ\, 

Transformiren wir die Factoren vor der Klammer nochmals durch 
dieselbe Reihenentwicklung (8), so kommt: 

— 2(aa)« {aJ) a^ ■ (J>ßf {bJ) /J, 
= - 20,(0^) • [&',{& J) + 1 JJ^] - JJ, {e^(@J) + I Jz/.) 

= — 2{&J){@'J)@M - 2J(@, J)—^J. (9) 

Das erste Glied rechts ist aber nach dem Productsatze: 

2 (0 j) (&^) ®« ®; = { (0 ^» @' + (0'^)* — (0 0')* j ) 

= 2Aeje — Ae@J. (10) 

Es wird also, wenn wir die in (7), (9) und (10) berechneten 
Werthe in (6) eintragen und überdies — 2 (0, ^^ durch (/, p) ersetzen 
[vergl. Nr. 310, (1)] 

iJ» = Ajj r-2Aej@-\- \Ae@ - '^-) ^ + J{f,p), (11) 

und demgemäss, da J bei Yertauschung von a mit a das Zeichen 
wechselt: 

«« = A^^J-2Atir&+ {a»» - t) '^ ~ '^^f' "^- (^^) 

G-ordan, Invarianten. IL 22 
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314. Exposition der folgenden Aufgaben. Die Yorausgegangenen 
Abschnitte dienten dazu, uns über einige Eigenschaften jener beiden 
linearen Covarianten p und sr zu instruiren, die im ganzen System 
eine so hervorragende Rolle spielen. Wir können nun wiederum zu 
einer systematischen Methode zurückkehren, die uns über die Be- 
ziehungen der Formen des Systemes Aufschluss verschaffen soll. In- 
dem wir diese Relationen zu ermitteln streben, werden wir uns gleich- 
zeitig veranlasst sehen, gewisse Ueberschiebungen des Systemes durch 
ein geeignetes ihrer Glieder zu ersetzen. Wir beginnen damit, die 
Ueberschiebungen der einzelnen Covariantengruppen des Systemes der 
Reihe nach zu studiren, so weit sie für uns Interesse haben. Daran 
schliessen sich die Untersuchungen über die Relationen zwischen deu 
Invarianten des Systemes, deren nothwendig zwei existiren müssen, 
da zwei cubische Formen nur 8 — 3 = 5 unabhängige Gonstante be- 
sitzen, während doch 7 Invarianten im Systeme auftraten. 

315. Die hiquadratische Covarianie d'. Die einzige Form vierter 
Ordnung, die im simultanen System von f und 9 auftritt, ist die 
schiefe Covariante: d' = (/, 9) = (aa)ax al. 

Von den Ueberschiebungen dieser Form über andere besprechen 
wir hier vier, die ein allgemeineres Interesse haben, nämlich die 
dritte Ueberschiebung über f und 9, die erste über p und n. Es ist: 

(^, fy = {{aa)alal, 6«)« = | {aa){{aV)\al)a^+ {ahf{ah)a^] 

= — (aa) (ab) (ah) { (ab) a^^ + («&)«*}• 

Das letzte Glied {ab)ax in der Klammer kann durch — {ab)ax 
ersetzt werden, da die Identität besteht: 

{ab) Gx + (aa) bx =^ {ab) «« 

und {ab)ax hier mit {aa)bx gleichbedeutend ist. Man erhält also: 

(^, ff = T (««) («*)' («*) '^» ' 
oder, da J =:=: (aby a^bx'. 

(*,/)' = |(^«)M)«« = -|(9',^)*=-|l'- (1) 

Folglich auch, da d' durch ^ertauschung von a mit a sein Zeichen 
ändert: 

(^, 9>)3 = + l „. 

Zur Berechnung der ersten Ueberschiebung von 6* über p und a 
gehen wir aus von der Fundamentalrelation Nr. 310, (5) 

al {an) + al (ap) = 0. 
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Schieben wir diese Relation einmal über /*, so kommt: 

= (ab) (aTt) a^ hl + (ab) (ap) a, 6| . (2) 

Das zweite Glied geht aus der Reihe 

(aa) al cc^ay = ^y — — &{yx) 

hervor, wenn wir in ihr a durch b und y durch p ersetzen; es folgt dann 

{ah)iap) a^bl (», p) + \ ®p. (3) 

Vertauschen wir im ersten Glied der Relation (2) a mit b und 
nehmen die halbe Summe, so erhalten wir: 

(ab) (an) a^bl == ^ (^^) ^* &« { («^) 6« — (bn) a^. } = y (abyaj)x n. (4) 

Tragen wir diese Werthe der beiden Glieder aus (3) und (4) in 
(2) ein, so erhalten wir: 

oder: 

{»,p)=\\j«-\-ep}, (5) 

und demgemäss: 

(d,jr) [JFp + ®«j. (6) 

316. Die cubiscJwH und quadratischen Covarianten. Die Formen 
dritter Ordnung, welche das simultane System aufweist, wollen wir 
genau so beibehalten, wie sie der Faltungsprocess bei Aufstellung des 
Systemes geliefert hat. Es sind sechs an der Zahl: 

f, ip, Q, K, if, F), (9, J). 

Zu weitern Untersuchungen von Ueberschiebungen derselben über 
einander oder über andere Formen haben wir hier keine Veranlassung. 

Von den sechs quadratischen Formen, die im Systeme auftreten, 
wollen wir drei durch andere ersetzen, nämlich die drei Formen (^, r\ 
(Qj (pf und (K, fy. Die Gründe, die uns hiezu bewegen, sind rein 
praktischer Natur. Clebsch hatte dieselben ersetzt durch die drei 
Functionaldeterminanten der drei andern quadratischen Formen 2^, 
F, S. Wir wollen an ihrer Stelle einführen: (f, ar), (f, p), (y, n)y 
also Ueberschiebungen über lineare Formen. Dass wir (^, F) durch 
(/*, 7t) ersetzen können, geht aus Nr. 311, (3) hervor. 

Berechnet man ferner die zweite Ueberschiebung von Q über 9, so 
findet man Folgendes. Die zweite Polare von Q ist [vgl. Nr. 146, (2)]: 

22 ♦ 
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Ersetzen wir darin y durch a, und multipliciren mit ax, so kommt: 

Der Ausdruck rechts entsteht aber aus {aofayU^j wenn wir darin 
y durch z/ ersetzen und mit /Jx multipliciren. Wir erhalten [vergl. 
Nr. 313, (8)] daher: 

also wegen Nr. 311, (1) 

((2,y)* = _i-(/-,p)+i-j^. (1) 

Man darf also in der That (Q , q)f durch (/*, p) ersetzen und 
demgemäss auch {K^fY durch (97, n). Die sechs quadratischen Formen 
sind also: 

^, ®j ^, (A -P)» {^7 ^)j (ff «) — — (<JP, P). 

317. Die secÄs linearen Formen, Von den sechs linearen Formen 
des Systemes behalten wir die beiden Formen p und n im Folgenden 
bei. Dagegen ersetzen wir die vier übrigen durch 

(^,2)), (^, ä), (r,p), (r, 3r). 

Dass dies gestattet ist, kann man leicht zeigen. Denn da die zweite 
Polare von §, wie schon erwähnt, sich auf {a/1)a^ /d reducirt, so 
wird 

Nun ist aber die lineare Form 

nx = {aVYaxy 
also 

i.Q, i^y = ((«^)*««, ^) = («, ^) (1) 

und ebenso 

(K, Af =- ((a Afa,, F) = (p, T) . (2) 

Man erhält ferner: 

{ip,J'f = {aJf{aA,)du, 
oder, weil: 

(9, ^7^ = ((«z//«., z/,) = (p, ^), (3) 

und ebenso 

Die sechs linearen Co Varianten des Systemes sind also: 

i>, Ä, {^yV), (^«^). (^;1>); (^; «)• 

318. Weitere lineare Covarianten. Den eben besprochenen sechs 
Formen, insbesondere den beiden Ueberschiebungen von f und g) über 
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F ^ resp. z/, sehr nahe liegend sind auch die beiden Ueberschiebungen 
von f und 9 über die andere quadratische Form @, nämlich (/*, &f 
und (9), &f. Wir erhalten: 

= I { {aaf {ah) (ab) h + (ba)\ba) (aa) a, \ 

= 2 (aa)(a6)*(a6)a:, = — Y {aa){ba){abfa^, 
oder, weil {abyaxbx = ^ und nach Nr. 309, (9, z/)^==|), 

(/•,@)» = _i(z/,y)» = -|j,, (1) 

also auch 

(9,,®)»= -1(F, /)* = -{«. (2) 

Wir haben damit auch für die beiden wichtigen linearen Co- 
Varianten p und % einen neuen Ausdruck gefunden. 

Eine zweite Reihe einfach zu berechnender verwandter linearer 
Co Varianten ergiebt sich aus den ueberschiebungen von f und q) über 
Producte und Potenzen von p und %, also die Covarianten: 

(/■.pT, (/■,i'^)S C/",'^*)*; W,p^, (9,p^y, (fP,^y- 

Da wir die Werthe von p^ und n^ bereits als lineare Functionen 
quadratischer Formen ermittelt haben, so hat die Berechnung dieser 
Covarianten keine weitere Schwierigkeit. Wir schieben dje Relation 

p^^Ajjr-2 Aej ® + {a&& --^)^+ J{fy p) 
zweimal über f und erhalten: 

(f, p^f = {ap)*a. = Ajj if, ry - 2Aej {f, &)' + {äss - y) (f, ^f 

+ Jif,(ap)aiy 
= Äjj 3t + Aejp + J(aby (ap) bx, 

weil ja die Ueberschiebnng (/*, jjy = ist. Es ist aber 

{aby{ap)b, = (J,p), 
somit 

(/; p^y ^Ajj«-{- Aejp + J(^, p), (3) 

und ebenso 

(9, Tt^f = Af,f^ p •■^AQi,n—J{F,%). (4) 

Femer ergiebt sich: 
(9,1)«)^ = {apyt,=Ajj{^,, Ff - 2A9J {tp, @y + {Ase - y) (<p, ^y 

+ Ji(p, (op)o|)'. 
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In dieser Relation ist einestheils (97^ F)^ = 0^ und anderntheils: 
(97, {ap) a|)* = (ap) {aafa^ = (aa)^ { a^, {pa) + 1), (o «) } 

= (aaYp + {aa)^{pa)a:,. 

Da aber wegen der Fundamentalrelation {f, ^r) + (y? p) = 0: 

so erhalten wir: 

(9, (ap) aiy ^Jp + (^, 3r). 

Es wird sonach, unter Berücksichtigung dieser Werthe der einzelnen 
Glieder, und wegen Nr. 318, (2): 

i9y P^y = ^&J ^ + (^öö +-^)p + J(^, 3r) , (5) 

also auch 

(f, li^f = Jö^ p + (^e» + y) « - «^(^; V) ■ (6) 

Nun kann man die Ueberschiebung (qp, p^)^ auch schreiben: 

weil aber (<p,p) =• — (/", «), so ist auch 

(9, p>y = - ((/•, «), 1,)» = -(/•,« -Pf, 

und ebenso 

Diese beiden letzten linearen Govarianten haben sonach dieselben 
Werthe, die wir bereits in (5) und (6) berechnet haben. 

319. Die Invarianten des simultanen Systems. Von den sieben 
Invarianten, auf welche wir durch Aufstellung des Systemes geführt 
wurden, behalten wir folgende vier bei: J, Äjj, -4.^^, Ajf^. Die 
drei übrigen: (/*, JE)', (qp, QY, (ö, Ky ersetzen wir durch andere, indem 
wir die übrigen Invarianten des simultanen Systemes ^, ^, S zu 
Hilfe nehmen. Es ist nämlich: 

if, K)'^(ar)(aay(ar) = {{aaya,a., ry = {@, ry = Aery (1) 
und ebenso 

Ferner ist ein Glied der Ueberschiebung (iy, K)^ dargestellt durch: 

G = {a^){aF){aaf{^r). 

Die rechte Seite geht aus der schon mehrmals benutzten Reihen- 
entwicklung hervor: 

wenn wir in ihr y durch ^, x durch t^ ersetzen und mit i^^F) 
multipliciren. Wir "erhalten : 
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= (z/F) (©F) (®^) + \ JÄjr- 
Man kann somit (Q, Kf ersetzen durch das erste Glied rechts 

£i = (jr)(er)(®^), (2) 

welches nichts anderes ist, als die simultane Invariante der drei 
quadratischen Formen z^, r und &. 

Diese Form Sl lässt sich auch noch auf eine andere Weise dar- 
stellen. Wir hatten gefunden [vergl. Nr. 311, (1)] 

(/*, P) = (ap)a'. = 2(^, ©) = 2(J®)^,S,. 
Aus dem Ausdrucke rechts geht aber Sl hervor, wenn man diese 
Relation zweimal über F schiebt; man erhält also: 

((op) al, Ff = 2 ((^®) ^, ®,, F)» , 
oder 

(ar)^(ajp) = - 2a. 
Es ist aber 

also ist 

2a = 0, ä). 

Es erübrigt noph, den Werth der nicht zum System gehörigen 
Invariante Ab^ zu bestimmen. Zu dem Zwecke ersetzen wir in der 
Reihenentwicklung 

2/ durch h und o; durch /3 und multipliciren die Entwicklung mit 
(6/J)*; dann erhalten wir: 

(aa)*(a6)(a^)(6^)^ = (6^)* {(0^)(®6) + -^ (6/8)) 

= (©, (&^)*6./J,) + y 

= ^eö + y- (3) 

Um den Ausdruck links umzuformen beachte man, dass wegen 
des Factors {aV) es vortheilhaft ist, a mit h zu vertauschen und die 
halbe Summe zu nehmen; dann wird: 

(a«)»(6^)»(a6)(«/J) = i- (a&)(«^) {(aa)»(6^)« - (6«)*(a/J)« } 

= Y (o6)(a/J) {(oa)(6^) + (6a)(a^)} 

{(a«)(6^)-(6a)(a^)} 

= 4 (a6)»(«^)M(«a)(6/3) + (6a)(«^} • 
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Die beiden Terme rechts stimmen überein; also ist: 
{:aa)\hß)\ah) (aß) = {aV)\aß)\aa)Q,ß) = {JFf = Aj,.. (4) 

Substituirt man daher (4) in (3), so erhält man: 



Abb = Ajr ~ y. 



(5) 



2a 



2 



IfTfr 



Fassen wir wiederum die sieben Invarianten des Systemes zu- 
sammen^ so sind dieselben repräsentirt durch: 

Ajjy Af^prj J, Ajf^j Aj&, Af^s, Sl = Rjprß. 

Zwischen diesen sieben Invarianten müssen, wie schon früher er- 
wähnt, zwei Relationen bestehen. Wir wollen sie im Folgenden be- 
rechnen. 

320. Invariantenrelation für Sl\ Zunächst weiss man aus der 

Theorie der quadratischen Formen, dass das Quadrat der schiefen 

Invariante £1 sich darstellen lässt durch [vgl. Nr. 134, (2) ß)] die 

Determinante: 

Ajj, A^j, Afzj 

Aj@, -4^0, Af^e 
AjfT, A^p'f At 

Wir bezeichnen diese Determinante mit U und ihre Unterdeter- 
minanten mit TJik. Diese Unterdeterminanten Uik sind nach der Theorie 
der quadratischen Formen nichts anderes als die zweiten Ueber- 
schiebungen von Functionaldeterminanten der drei Formen J, F, ®. 
Denn ersetzen wir die dort [vgl. Nr. 134, (1) ß) und y)] mit /*, y, ^ 
bezeichneten quadratischen Formen durch ^, resp. 0, F und demnach 

^i=(<lP;^), '^2 = (f,/'), ^3 = (^9') durch (@, F), resp. (r, ^), 
(z/0), so erhalten wir unmittelbar die folgenden sechs Relationen: 

2^,^, = 2{(®, F), (®, r)Y = A&sA^^ -A],^ = + U,, 

(F, J)f = A^^Ajj ^A],j = + C/,2 

(z/, &)Y = Ajj Am -A'j& =+ U^ 

(F, J)y = AfrjAprQ— AfTf^AjQ = i7j2 

(z/, &)y = AejAre^ AmAjr'= + Uy^ 

{J, &)Y = Aj&Ajr — ÄjjAqp = — TJ^. 

Diese Unterdeterminanten spielen bei der typischen Darstellung 
von -^, F und @ eine besondere Rolle. Denn sie sind es, welche die 
typischen Coefficienten liefern. Sie dienen ferner dazu, die Relation, 
welche das Product ^J mit den andern fundamentalen Invarianten 
bildet, in einfacher Weise darzustellen. 



2^,.,, = 2((r, J) 

2A9,9. = 2((^, e) 
2^*.*, = 2((0, F) 
2A»,», = 2((®, r) 
2^.,. = 2((F, J) 



(l) 
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321. Invariantenrelation für Sl • J. Man hat für das Product 
dieser beiden Invarianten den symbolischen Ausdruck: 

2J'Sl = {aaf'{pn), 

oder^ indem wir den Identitatssatz benutzen: 
2e7'« «Ji = {aay { {ap) {an) — {cnc) (ap) ) 

= {aa)^{ap){an) — {aay{a'jt){ap) 

= {{ap)al, (a7t)aiy — ((aÄ)aJ, (ap)alY 

Nun bestehen aber nach dem Früheren die Beziehungen: 

(/; P) = -' 2 (©, ^) 

(9.,jr) = -2(e,F) 

Demnach wird die Relation für 2J'Sli 

2 J.ß = 4((®, J), (®, F))» - ((z/, F), {F, J)y 

= ((F, ^), (F, ^))« - 4((©, F), (^, ®))S 
oder: 

Hiemit seien die Untersuchungen über die Relationen der Formen 
des Systems von f und tp beschlossen. 

322. Zusammenfa^mng, Ehe wir zu Anwendungen der bisherigen 
theoretischen Untersuchungen übergehen, dürfte es angezeigt sein, eine 
tabellarische Uebersicht über die gewonnenen Resultate zu entwerfen. 

Die 26 Formen des simultanen Sjstemes von f und (p sind durch 
folgende Symbole dargestellt: 

^ = (aa)ajaj, 

f = al, ^ = (abya^cbx, ^ = (a^)*«*, Äjj 

F = (aßya,ß,y p = (ajya,, A^^ 

= (aaya^ca^ , (^, p) , Ajr 

(^ ^)^ (9; P), (^, ^); «^= (ö«)^ 

ß = (^r)(F@)(^®). 

Zwischen den Ueberschiebungen dieser Formen bestehen insbesondere 
folgende Relationen: 



9 = 


— «z> 


Ö = 


= {aJ)alJx, 


K' 


^{aF)alr,, 


(f. n , 


(9, 


^), 
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(/•, ey = - 


1 


(^, Z')^ = 


(9, ö)" - - 


1 

9 ^> 


(^,9)'- 



3 



P 



(I) 



if, P) 2(0, J), i», p) = i- (z/« + Sp] 

iq>, n) 2(®, r), (»,n) y {Fp + Sx) 

(/•, «) = — (^/, r) ] 

(y, j,) = _ (F, z^) j ' ^^^^'- (^' «) + (9»' i») = 

(/•, p«)* = ^^,,« + Aejp + J-(^, p) 
(g), w*)* = ^/r,rp + ^»f'jr — J(r, n) 

i'P, P*)" = ^«J « + (-^ö» + 2 )p + «'"C^, «) = - (/", «P)* 

(/•,«»)« = ^e^j, + (^e© + '^l « - «'^(F, p) ^ (V. «P)*, 

-4«© == ^r^ — Y 



(") 



(III) 



(IV) 



(V) 



(VI) 

2^ = {p7t), 2a^ = (AjjAeeA^^). (VII) 

Die Unterdeterminanten Uik dieser Determinante (^^^ Aß^ ^ff) 
sind den sechs Invarianten^ die zum simultanen System der drei 
Functionaldeterminanten (®, F), (F, -^), (-^; 0) gehören, proportional. 
(Vergl Nr. 320.) Endlich ist: 

4ae7= ü,, -4t/,3. (VIII) 

§ 33. Anwendungen des simultanen Formensystems 

Bweier cnbischer Formen« 

323. Tyyischß Darstellung der quadratischen Covarianten J, S, F, 
Die ersten Anwendungen, die wir von den im vorhergegangenen 
Paragraphen gewonnenen Resultaten machen, beziehen sich auf typische 
Darstellungen von Formen des Systemes unter Zugrundelegung der 
beiden linearen Covarianten p und x Um eine der drei quadratischen 
Covarianten ^, F oder ®, etwa die Co Variante J^ typisch darzu- 
stellen, gehen wir wiederum aus von der Identität 
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Wir erheben sie auf die zweite Potenz und erhalten: 

Für die typischen Coeffieienten {^itf^ {Jji)^^^)) k^'Pf ergeben 
sich aber unmittelbar die Werthe: 

(^i>)« = 2 Ü83 = 2\Aj^ A&Q - A'je} 
(Jp) {Jtc) = 1^23 = A^fT Aj^ — Aej A^j 

(jjcy = y C/,2 = Y [Ajj Af,f, — A}j\. 

Denn es ist (vergl Nr. 320 und 322): 

2 C^3s = 4((^, ®), (^^, ®)Y = ((/;p), (/; P)Y = (a6)'(ai>)(6p) = (^J>)' 
U,, = 2((F,^),(®, ^))« = ((/;i)),(/;;r))^=(afc)^(ai))(6;r)«(z^2))(z/;r) 

-2- U,, = (K r), (zi, F)y = ((/-, ä) , (/; «))« = (a6)«(a^)(6Ä) = {dn)\ 

In derselben Weise gelangt man zn den typischen Coeffieienten 
von F und ®. Man braucht nur. die Ueberschiebungen: 

((/•, p), (9>,i'))S (f/", «), (t, p)Y, ((/■, ^1=), C«), 't))" 

zu berechnen. 

324. Die typischen Coeffieienten von f und tp. Ebenso bietet, nach- 
dem wir die Ueberschiebungen 

{f,p'y> (f.p^)\ {f,^y 

(9>Py7 (9,i>^)^ (9»^T 

bereits berechnet haben, die typische Darstellung yon /' und tp mit 
Hilfe der linearen Coyarianten p und Jt keine Schwierigkeiten mehr. 
Wir haben die für diese Ueberschiebungen gegebenen Relationen (vgl. 
Nr. 322) nur noch einmal über die Formen p und tc zu schieben und 
hiebei die sich aus den Betrachtungen in Nr. 323 ergebenden Werthe 
für {^pY, {'^^y etc. zu benutzen. 

Sind auf diese Weise die typischen Coeffieienten berechnet, so ist 
die typische Darstellung von f und q> wieder durch die Identitäten: 

(pn^Ya^ = {{a7t)Px — («JP) Ji^*}' 
{px^ai = [{<xjc)p^ — {ccp)7C:,}^ 

unmittelbar gegeben. 

Die leicht auszuführende Rechnung ergiebt, dass f und tp in der 
typischen Darstellung bis auf einen Inyariantenfactor als die beiden 
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erstell Differeütialquotienteu eiuer gewissen Form vierten Grades er- 
scheinen, nämlich der Form: 

F= — 8Sl^{fn; + q>p} 

= Ap"^ + 4Bp''7t + 3Cp^7c^ + ADpn'^ + E%\ 

Diese Eigenschaft hat C leb seh für das Problem der Transformation 
dritter Ordnung in der Theorie der elliptischen Functionen ausgebeutet. 
Da sie auch noch anderweitig interessante Beziehungen bietet, so wollen 
wir bei Betrachtung dieser Form F noch ein wenig verweilen. 

325. Die ersten Polaren der Form F nach p und n. Wir werden 
zunächst noch in anderer Weise zeigen, dass, wenn 

F = fn -{- q>p 

ist, die ersten Diflferentialquotienten von F nach p und ä, oder was 
dasselbe ist, die ersten Polaren nach p und n proportional sind 
den Formen /' resp. 9. 

Setzen wir nämlich etwa 

so ist: 

und wegen der Yoraussetzuug auch 

4 (F, n) = ^{f,7t)7C + (tc, n)f+ 3(9, n)p + q>{p, n) 
= ^{an)al%x + ^{an)alpx + q>{p, 71). 
Berücksichtigen wir, dass (/", ») = — (9, p), so wird 
4r|(rÄ) = — 3(a^)ajÄa, + 3{ajc)alp;c + fp{p^) 

= 3aJ [{cC7t)px — (ccp)7t:c} + ^(P^) 

= 49(1?^) = 8iß9?. 
Demnach ist: 

rj (rjt) = 2 £lq>, (1) 

und ebenso findet sich: 

rl(rp)=^2Slf. (2) 

326. Das System der Form F. Dasselbe besteht bekanntlich aus 
den Formen: 

^j. = (F, F)\ tj. = {F, ^i), i^ = (F, JF)S 3^ = {F, z/^)*. 

Mit Hilfe der Relationen (1) und (2) können wir dasselbe leicht durch 
die simultanen Formen von f und 9 ausdrücken. 

üeberschiebt man nämlich diese beiden Relationen dreimal über- 
einander, so kommt: 

(rri)3(rÄ)(rii>) = 4ÄV. 
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Vertauscht man links r mit r^ und nimmt die halbe Summe^ so kommt: 

-i (»-»•,)* (l'«) = 4ßV, 

oder, da {pn) = 2Sl'. 

If ASIJ. (1) 

Ebenso findet man durch einmalige Ueberschiebung von (1) und (2): 

irr,) (r%) {r,p) ri rl 4Sl\q>, f) = 4Ä«^. 

Vertauscht man wieder r mit r^ und nimmt die halbe Summe, so kommt: 

— SIJf = 4ß«^, 
oder 

^^= — 4^0'. (2a) 

Zur Berechnung yon tp und jp benutzen wir die in Nr. 322 auf- 
gestellten vier Relationen: 

• (2b) 

(d, p) = {- {d% + ep), {», «) \{Fp + ®^)] 

Es ist dann: 

= - 4ß { ((*, /)', jr) + ((», 9»), j)) } 

also: 

> = + 12Ä«. (3) 

Femer geht mit Röcksicht auf die Formeln (2 a) und (2 b) und 
(1) und (2) Nr. 325 aus der Identitä^: 

{F, ^^) (j), «) = (F, p) (J^, «) - (JP, 3t) (zf^, p) 

die Relation hervor: 

- (+2^9) (- 4ä. I {J^ + ®p)), 

oder: 

^j. = 2a. {9(^Ä + @i)) — /"(Fp-f®»)}. (4) 

Die eben angestellten Berechnungen zeigen einen merkwürdigen 
Zusammenhang zwischen den drei Formen F, p, n einerseits und den 
beiden Formen f und tp andererseits. Sind die Coefficienten einer 
biquadratischen Form so beschaffen, dass die Invariante j proportional 
der Invariante (jp^), dass also die Relation (3) 

12 ft^^JF 
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besteht^ so stimmt das simultane System von Fy p, % liberein mit 
dem simultanen System zweier cubischen Formen f und ^>y welche p 
und TC zu linearen Covarianten haben. In der That reducirt sich auch 
durch die Relation (3) die Zahl 9 der Constanten von jP, p und ä 
auf 8 willkürliche^ was mit der Zahl der unabhängigen Coefficienten 
von f und tp übereinstimmt. 

327. Resultante von f und tp. Die Resultante zweier Formen F^ 
und 2^2, also Rf^^f^, ist bis auf den Factor (jpnf gleich der Resultante 
der beiden Formen ÄgJF^ — ^iF^ und p^F^ — ^1-^2, d. h. es ist: 

{pnfRF,,F,= Rn,F,-n,F^.p,F,-p,F,, (vgl. Bd. I Nr. 256), 

wenn F^ und jPg Formen dritten Grades in x sind. Sind nun JF\ und 
F^ die ersten Differentialquotienten von jP, so ist einestheils Rfi,f^ 
gleich der Discriminante R von jP und anderntheils ist wegen der 
Relationen (1) und (2) Nr. 325 

RritFi'-ntF,^ p^Fi—pi F^ = RiS2<p, — 2i2/; 

also bis auf einen Zahlenfactor gleich 

Sl^Rf,<p. 

Man hat also die Relation (von einem Zahlenfactor abgesehen): 

£l^R = il^Rf^^, 
oder weil, wiederum von numerischen Factoren abgesehen , 

E = 6J5.~ij,= 6.122Ä* — 64Ä3-eP, 

so ist: l?/.y = 32{27Ä — 2e73}. 

328. Fälle, in denen die typische Darstellung unmöglich ist. Sind 
alle sechs linearen Formen 

P> (^, P)f (^, P) . 

einander proportional, so kann eine typische Darstellung durch lineare 
Formen nicht mehr geleistet werden. In diesem Falle verschwindet 
zunächst jedenfalls Ä = (i)3r). Dies kann eine Folge des Verschwindens 
aller Unterdeterminanten Uik sein oder nicht, und je nachdem werden 
entweder alle linearen Covarianten identisch verschwinden, oder alle 
einander proportional sein, oder bei nicht verschwindenden Uik zwei 
von einander verschiedene lineare Formen existiren. Wir wollen daher 
der Reihe nach folgende zwei Fragen untersuchen: 

1) Welche Eigenschaften haben f und g), wenn ß = 0, Ua^O? 

2) Welche Eigenschaften haben f und q>, wenn Uik = 0, und also 
auch Ä = 0? 

329. Beantwortung der ersten Frage, Wir setzen voraus: 

£1 = 0, Uijt^O. 
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WenD Sl verschwindet, also immer p fQr einen bestimmten Werth 
von A mit A*7r übereinstimml^, so muss wegen der Relation: 

die Ueberscbiebung: 

identisch verschwinden. Das Verschwinden der Functionaldeterminante 

lehrt aber, dass Z'+Ay eine Potenz von % sein muss. Wir haben 

also in diesem Falle: 

f-\- Xtp = C'i^j 

d. h. es giebt eine Combination der beiden Formen f und tp, welche 
ein vollständiger Cubus ist. 

umgekehrt: Ist f-\- Xtp ein vollständiger Cubus, also 

dann ist die zweite ueberscbiebung von f '\- k^> über f7^ wegen 

(9>, rf = 0: 

|) = r(Fr)» (1) 

und femer ist die zweite Ueberschiebung über z/, wegen (/*, /ff = 0: 

Xa = r(/try (2) 

Aus der Comparation von (1) mit (2) folgt: 



und demnach: 






330. Beantwortung der zweiten Frage. Wir setzen voraus: 
Uik •= 0, und demnach ß = 0, i und k= 1, 2, 3. 

In diesem Falle sind aber auch p und n identisch null. Um diesen 
Lehrsatz zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, dass ^, resp. p^ iden- 
tis<^h verschwindet; dann ist auch 

(9, ^)«— 1) = 0, und (/•, F)* = 3r = 0. 

Nun ist (vgl. Nr. 323) 

Da aber U^^ «= 0, so folgt 

(^pY = 

und ebenso {f^pT = , {SpY = etc. 

Diese Relationen lehren, dass ^, F^ S den Factor jp im ersten 
Grade besitzen. Nun ist aber: 
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e^ {jpf - ^ {@py = (@, {dp) + d^ (ep)) (a, {dp) - d^ («p)) 

= (@, (z/p) + z/, (®p)) {de)p, 

= ((z^®) ^. 0, , p)p 

= ({d, &),p)p. 

Die linke Seite ist null; folglich auch, wenn p^O ist: 

(K 0) , p) - . 
Es ist aber (vgl. Nr. 322): 

{d, @)^\{f,p)^\ {ap)al, 
also 

und ebenso 

(ap)*«. =0, 

d. h. die cubischen Formen f und tp besitzen p als quadratischen 
Factor. Daraus folgt nach der Theorie der cubischen Formen, dass 
auch ^ und F ihn quadratisch enthalten. Ebenso aber auch 0. Denn 
wenn f und 9 den Factor p quadratisch enthalten^ so besitzt ihn auch 
/*+ ^9 und demnach auch die Hesse'sche ^/+2y dieser Form. Nun ist 

Hierin besitzen zff^x<p, ^9 F <1^^ Factor p quadratisch^ also auch 9. 
Wenn aber ^^ F ^ & diesen Factor quadratisch enthalten, so ist 

(z/p)^, = 0, (Fj))r, = 0, (0p)®, = 0. 

Bilden wir also: 

^ {dp) d^-di (®p) e^ - @, ^, { {dp) 0^ - (®p) d^ \ 

= p • {d@)@^d^ ^jj-K ®), 

so ist, da die linke Seite verschwindet und p von Null verschieden 

sein soll: 

(^, ®) = (/•, p) = al (ap) -= , 

d. h. f besitzt den Factor p im dritten Grade, und also ebenso auch 9. 
Wenn aber f und 9 reine Guben sind, dann verschwinden ihre 
Hesse'schen Formen und folglich ist, wie behauptet wurde: 

(9, zi)«=p = o, (/•, r)« = « = o. 

331. Folgerungen für f und q>. Wir setzen also voraus 

P = 0, 7C = 0. 

Wenn p und ä identisch verschwinden, so müssen ihre Coefficienten 
Pi Pi ^1 ^2 einzeln null sein, d. h. (vgl. Nr. 312) es müssen die De- 
terminanten der Matrix 
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F = 



«0 «1 «0 «1 



a^ a^ a^ cc^ 

«2 «s «2 «3 



verschwinden. Es mögen hiebei zunächst wenigstens die Minoren dieser 
Determinanten von null verschieden sein. Wir multipliciren alsdann 
mit dieser Matrix Zeile ftlr Zeile die Determinante 



«1 


a^ 








A 


-J, 














«t 


«8 








Fi 


-Fl 



Das Product ist einerseits Null, da alle Determinanten von V ver- 
sehwinden. Andererseits ist es dargestellt durch die Matrix: 

fn Qu 9>n ^n 

/12 yll2 9^12 -^12 
m ^22 9^22 -^22 

Sie verschwindet, d. h. ihre einzelnen Determinanten sind null, nicht 
aber deren Minoren. Greifen wir nun etwa die erste Determinante heraus 

fn Qu 9n 

fx% Öl2 9>12 =0. (1) 

/22 Tf22 9^22 

Da die Minoren nicht verschwinden, so muss fp eine lineare Function 
von f und Q sein. Denn die Determinante (1) lässt sich schreiben: 

«1^1 + 02^? Qi^i + Qi^^y «laJi + agiCg =0- 

«2^1 + «3^2? ft^l + Qi^%y «2^1 + «8^2 

Zerlegt man diese Determinante in ihre 8 Summanden und fasst gleiche 
Potenzen von x zusammen, so müssen die Coefficienten von a^ einzeln 
verschwinden. Nun ist z. B. der Coefficient von x^ 

Qo 
Öl 

<h Qi ^ 
d. h. es müssen die Gleichungen bestehen: 

ktti + XQi + ^«1 = 

ÄOg + AÖ2 + (»«2 =0. 



a. 



a. 



cc. 



a< 



= 0, 



Gordau, InTariantcu. II. 



23 
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Daraus geht aber die Richtigkeit der Behauptung direct hervor, dass 
g> = «5 eine lineare Function /*«= a| und Q =^ Qx ist 

Wenn also p und sr identisch null sind, so ist 9) keine selbst- 
ständige Form, sondern eine Covariante f-i-^iQ. Dies gilt, so lange 

die Minoren der Determinanten ^ sind. Verschwinden auch diese 
identisch, die, in so weit sie aus den beiden ersten resp. aus den 
beiden letzten Colonnen von V entnommen sind, nichts anderes als 
die Coefficienten von ^ und r darstellen, so sind f und g) vollstän- 
dige Guben, da z/ und F in die^m Falle null sind. 
Wir haben demnach folgende Resultate: 

„Ist i2 t=3 0; aber Ua im Allgemeinen von null verschieden, 
so existirt eine lineare Combination f -^ l^, welche dem 
Cubus der linearen Form sr proportional ist." 

„Ist Uik = 0, t und Ä; =* 1, 2, 3 und daher ß = 0, so ist 
entweder q> = Const. (/ + fA0, oder f und q) sind vollstän- 
dige Guben; in diesen beiden Fällen ist eine typische Dar- 
stellung durch p und n unmöglich/^ 

§ 34. Die Sohwesterformen. 

332. Einleitende Bemerkungen, Wir haben uns bisher mit der 
Aufstellung des Systemes jener Grundformen beschäftigt, welche die 
Eigenschaft haben, dass alle Go- und Invarianten, die eine bestimmte 
Form besitzt, rationale und ganze Functionen derselben sind. 

Einem solchen System gegenüber steht nun eine Reihe anderer 
Systeme von Formen von der Eigenschaft, dass sämmtliche Go- und 
Invarianten von /*B=sa" zwar noch rationale Functionen derselben 
sind, aber nicht mehr ganze. Dies ist von vornherein einzusehen. 
Denn die Form f besitzt zunächst (n -|- 1) Gonstante. Vier derselben 
können durch lineare Transformationen bestimmte ZahlenwerUie an- 
nehmen; die ursprüngliche Form hängt alsdann von den n — 3 trans- 
formirten Gonstanten und der Transformationsdeterminante ab, d. i. 
von n — 2 Parametern. Es muss also biereits zwischen n — 1 Inva- 
rianten der Form f eine Relation bestehen. Nehmen wir die beiden 
Variabein x^ und x^ als zwei weitere Parameter hinzu, so hängt jede 
Go Variante der Form f von n willkürlichen Grössen ab; demnach sind 
auch stets n -f~ 1 Govarianten von f durch eine Relation verknüpft, 
deren Goefficienten nur numerische Gonstante sind. Wenn nun das 
vollständige System von /^aus s Formen besteht, so müssen zwischen 
denselben s — n Relationen existiren. Jede Govariante lässt sich aber 
durch die s Formen rational und ganz darstellen. Eliminirt man ver- 
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möge der s — n Relationen aus jeder solchen Darstellung s — n be- 
stimmte Formen^ ein Process, der immer rational ausführbar ist, aber 
im Allgemeinen zu einer gebrochenen Function führt^ so ist jede Co- 
yariante durch eine rationale und gebrochene Function von n bestimmten 
CoTarianten dargestellt. Diese n ausgewählten CoYarianten bilden in 
diesem Sinne ein System , und die Aufgabe, ein solches System von 
Formen herzustellen, ist auf unendlich mannigfaltige Weisen losbar, 
da ja auch die s Formen des vollständigen Systemes nicht a priori 
fest sind, sondern stets durch andere ersetzt werden können. Der ein- 
fachste Fall eines solchen Systemes von n Formen ist jener, in welchem 
der Nenner dieser rationalen Functionen eine Potenz von f ist, 
während die Zähler Aggregate von Producten ganz bestimmter Co- 
Varianten sind. 

Wir werden uns hier nur mit diesem einfachsten Falle beschäf- 
tigen und verweisen wegen der allgemeinen Untersuchungen auf Glebsch: 
„Binäre Formen", siebenter Abschnitt. Hier sei nur noch erwähnt, 
dass die Aufgabe, jene Formen zu ermitteln, durch welche sich alle 
Formen des Systems rational ausdrücken lassen, im innigsten Zu- 
sammenhange steht mit der typischen Darstellung von Formen, sowie 
mit der Aufgabe, Covariantenrelationen herzustellen, wie auch aus diesen 
einleitenden Betrachtungen hervorgehen mag (vgl. auch Nr. 335). 

333. Jedes symbolische Prcduct ist gleich einer rationalen Function 
von Govarianten, deren Nenner eine Potenz von f ist. Um ein beliebiges 
symbolisches Product P durph eine rationale Function von Formen 
darzustellen, deren Nenner eine Potenz von f ist, können wir auf fol- 
gende Weise verfahren. Wir denken uns zunächst dasselbe in Sym- 
bolen von /'s« aj = 6* = c]J etc. allein dargestellt und erinnern uns, 

dass wir früher gesetzt hatten: 

Es ist dann in Analogie mit a» =» a^ a?, -|- a, x^ auch /« = A iCi + /i ^a, 
und anderntheils ist /j x^ 4" /» ^2 ^^^^ ^^^ Euler'schen Satze auch 
identisch mit f=^a\ Jeder Elammerfactor {ab), (cd) etc. des sym- 
bolischen Products lässt sich aber nach dem Identitätssatze ersetzen 
durch 

{ab) = -^-~ -^'~. (1) 

'X 

Enthält das symbolische Product P v solcher Klammerfactoren, so geht 

23* 



f4 
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dasselbe durch Substitution ihrer Werthe (1) in einen Quotienten über, 
dessen Nenner eine Potenz von f ist, und dessen Zähler ein Aggregat 
von Produeten ist, die sich aus Factoren a«, &«, Or - • • erster Art, 
und Elammerfactoren {af), (bf)y {cf) . . . etc. zusammensetzen, während 
Klammerfactoren vom Typus (a&), {ac)j (bc) . . . etc. nicht mehr vor- 
kommen. Das Symbol a kann also beispielsweise nur mehr in einer 
Form vorkommen wie: 

^* = «r*(«/)s (2) 

deren unsymbolische Bedeutung die folgende Untersuchung klar 
legen soll. 

334. Alle Formen ^ haben die Form f als Factor. Zunächst 
wollen wir zeigen, dass jede Form ^ in die Factoren f'U zeri^llt, wo 
u ein Aggregat von symbolischen Produeten ist. Dies ist für U = 
und Ä = 1 von vornherein ersichtlich. Denn für Ä «= hat man 

*o = «r^C«/)*^ = a« = /*• w, wo Wo = 1 5 

für Ä; = 1 folgt 

= (a6)ar'^r' = = /•• u,, wo t«, = 0. 

Wir setzen nun voraus, der Satz gelte bereits fQr h =^ q^ und zeigen, 
dass er alsdaim auch für h=^ q -{- \ giltig ist. Es sei demnach: 

Die erste Polare von ^^ wird: 

{n - q) a;-^i a^ {af)9 + qa^ (af)^^ • (w - l)b^* b^ {ab) 

= nfy + Const. X / • Ug^ . 

Ersetzen wir hierin y^ durch f^ und y^ durch — f[y so erhalten wir, 
wenn wir jene Grösse, die dadurch aus UQy wird, mit M bezeichnen: 

(n - q) ar^-^ (af)^^ + Q(n^l) a^9 {ab) fc^ ^ (a/>-^ {bf) 

= + Const. x/'-itf. (3) 

In dieser Identität ist das erste Glied links eine Form ^ und 
zwar gerade die nächstfolgende Form ^^i (vom Factor n — q abge* 
sehen). Das zweite Glied rechts besitzt den Factor /; können wir 
also zeigen, dass der zweite Term links ebenfalls diesen Factor ent- 
hält, so ist der zu führende Beweis erbracht. Nun ist aber: 

«r^ 6r' («^) i^f) ^<'fy-' = «:"^ ^-^ • («*) (*/") c«/)^' ^r' 
= «r^ &r ^ («*) i^f) («/) • ^' («/)^' 
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Die in der Klammer stehende Differenz besitzt den Factor 

(af)h, - (&/•)«. = /; {ah) = /•. {ah) . 

Es besitzt daher in der That der zweite Term links in (3) den Factor 
f und damit auch der erste Term, was zu beweisen war. 

335. Definition der Schtoesterformen. Jede Form ^^ zerfallt also 
in das Product Uk - f] die Formen 



Uk 



ar^iflff 



f 

nennen wir „Schwester formen" (formes associees) der Form f. Die 
Anzahl der Schwesterformen einer Form f ist w, oder wenn wir f mit 
einschliessen gleich n -f- 1, denn h kann nur die Werthe 0^ 1, 2, . . . n 
annehmen. Indess ist^ wie wir schon oben gesehen haben, Uq =» 1 , 
Wj = . 

Es ist ferner: 

Denn man hat: 

oder {äff «r* = \ «r* ^T' («*)* ' f'^ { (f> /")* •• f- 

Hieraus erhält man Ug, wenn man Ton dieser Gleichung die erste 
Polare bildet und wie in Nr. 334 (3) y durch ^, y, durch — /i ersetzt. 
Dann kommt: 

(n-2)ar»(a/0' + 2orH«/)-(»»-l)W)*r*(«^)='(«-2)/'-((A/'r,/l. 

Der zweite Term links verschwindet^ da er durch Yertauschung von 
a mit b nur sein Zeichen ändert; demnach wird: 

Auf analoge Weise findet man der Reihe nach: 



2 



8 



U. 8. W. 



Diese Formen u^ sind es also, durch welche sich jede Covariante von 
f rational darstellen lässt. Insbesondere bilden sie die typischen 
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Coefficienten, wenn die Form f selbst durch sie ausgedrückt werden 
soll. Zu dem Zwecke hat man nur f{y) durch die lineare Substitution 

l = fiyi + f%y^^fy 
vom Modul jd =^ fiXi •{- fi^t^^ f ^^ transformiren und erhält dann 

/^-i . f{y) = «j" + (;j) u, I"-' ij + (2) «, I«-»,« + . . . M. 1?' . 

So erhält man beispielsweise für n s= 4 

Will man nun irgend eine Govariante P von f durch die Schwester- 
formen u^u^.^.Ua darstellen, so genügt bereits deren Anfangsglied, 
das im Falle einer Inyariante mit dieser zusammenföUt Man ersetzt 

alsdann im Änfangsglied die ursprünglichen Goefficienten a^a^ . . , a^ 

TT 

durch die typischen Mq=1, Wj = 0, w» = -^ etc. und dividirt mit 

einer passenden Potenz von /! 80 ist in unserm Beispiele n = 4 
die Form j keine Schwesterform. Wenn wir daher in der Deter- 
minante 

»0 «1 «8 



j = 6 



«1 «2 «3 
«2 ^ «4 



die Goefficienten a» durch die Schwesterformen u,- ersetzen und mit p 
dividiren, so kommt: 



3^^,[^iHr-^W-6T^\ 



Man erkennt zugleich in dieser Gleichung jene einzige Relation, welche 
zwischen den fünf Govarianten von f^^ai bestehen muss. (Vgl. auch 
Nr. 162 und Glebsch, a. a. 0., 7. Abschnitt) 

336. Stellung der Schwesterformen zum vollständigen System von f. 
Betrachtet man die Nr. 335 gegebenen Darstellungen der Schwester- 
formen Uq, u^, u^, u^, 1(4, u^, u% genauer, so sieht mau, dass diese sieben 
Formen ganze und rationale Functionen von /*, von Ueberschiebungen 
zweiten Grades (/*, /^** in den Goefficienten Ton f und von Ueber- 
schiebungen dritten Grades ((/*, /)^*, f) sind. Nachdem nun bereits 
Hermite im Jahre 1854, Grelle's Journ. Bd. 52 seine grundlegenden Ge- 
danken über associirte Formen und typische Darstellung veröfifent- 
licht hatte, unterwarf später Glebsch diese Begriffe einer allgemeinen 
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Untersuchung und fragte sich insbesondere auch, welche Stellung das 
einfachste System von associirten Formen u^Ui . . . Un zum vollen 
System yon / einnehme. Dabei zeigte sich, dass, was eben die ersten 
sieben Formen schon vermuthen lassen , jede Form Ui eine ganze 
und rationale Function 

1) der Form f selbst, 

2) der Formen (f, /)"=6?2*, 

3) der Functionaldeterminanten ((/*, /*)**, f) = JSi* 

ist. Die Anzahl dieser Formen f, G%hj Hn, ft = 1, 2 . . . w ist in der 
That gleich der Anzahl der Schwesterformen UqUi . . . Un und es han- 
delt sich nur, Recursionsformeln herzustellen, welche die Formen 
f, Gik, H%k einerseits mit den Formen u^ andererseits in Beziehung 
setzen. Bestätigt sich die eben aufgestellte Behauptung, so können 
wir folgenden Satz aussprechen: 

„Jede Covariante und Invariante von f ist eine rationale ge- 
brochene Function der (n + 1) Formen /*, öj*, J?«*, deren 
Nenner eine Potenz von f ist" 

337. Becursionsformdn für Gik wnd H^h* Um die gesuchten Be- 
ziehungen aufzustellen, verfahren wir ganz nach der schon im Ein- 
gange dieses Paragraphen gegebenen allgemeinen Methode. Wir er- 
setzen in den Formen 

= (a6)" {ac) a*-«*-i 6«-" c--* 

h (af) — a (bf) 
den Klammerfactor (ab) durch -^ ^^-^ , und die Grosse (ac)e?J""* 

durch {af). Dann erhalten wir: 

Entwickelt man rechts nach dem binomischen Lehrsatze nnd ersetzt 
sofort (affa^^ durch f'U^y so kommt: 

G«* • r* = «»* • /^ - {") «2*-i • «, /^ + (\*) «,i_, • u, . r 
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Dividirt man die beiden Gleichungen mit /^, führt in sie sodann die 
Werthe w^, = 1, w^ = ein, und zieht endlieh je zwei gleichwerthige 
Glieder zusammen, so kommt: 

^ ^3 j ^ -^ M2*-2 M3 . . . (— 1)* [^^^ M*+i Mk . 

« 

Dies sind die beiden Recursionsformeln, aus denen sich successive jede 
Schwesterform u^ als rationale und ganze Function der G^ und J3^ 
berechnen lässt So erhält man z. B. 

G^a-C/', /)* = 2t*2, 

G« -r == (/", O'-r = 2 {t/e + 15^i4^*2 - 100 ; 
^2 = ((/',/0%n = ti3, 

^6-r = ((/*; /)®; Z")-/** = W7 + 9^2% — Ö^^^, U. S. W. 

Bestimmt man hieraus die Werthe yon u^y %, t^^ . . . ti^, so erhält 
man genau dieselben Functionen in H und (7, welche wir bereits früher 
auf anderm Wege ermittelt haben. Eine independente Darstellung der 
Schwesterform u^ ist bis jetzt noch nicht geliefert worden. 



-H*- 



